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Capitulo 1

O que é Ciéncia da Computacao

O inicio dessa disciplina deve fazer por uma demarcacao de territérios, definindo os varios
contextos de trabalho com o computador, indicando o tipo de aprendizagem necessaria em
cada contexto e quais sdo os cursos que oferecem esse tipo de conhecimento.

Dentro desse cenario serd trabalhado com mais énfase o curso de bacharelado em ciéncia
da computacao, por razoes bastante 6bvias é claro. Nesse capitulo introduziremos os princi-
pais conceitos a respeito desse curso, assim como de outros cursos de nivel superior na area
de informatica.

Um desses conceitos é o fato de cursos de ciéncia da computagao demandarem uma
elevada carga de conhecimento em matematica. Durante os demais capitulos desse texto
estaremos apresentando as razoes que geram tal necessidade através de estudos de problemas
de computacao que sdo resolvidos com o auxilio de determinados tépicos de matematica.
Entretanto, para chegar nessa conclusao é preciso comecgar com um pouco de histéria sobre
0s cursos superiores na area de informatica no Brasil.

1.1 Historico

Os primeiros cursos na area no Brasil surgiram quase que simultaneamente em quatro ins-
tituigbes diferentes, Unicamp, USP (IME), UFBA e PUC-RJ, isso no final da década de 60.
Na época nao havia nenhuma norma sobre como seriam tais cursos e sobre quais as neces-
sidades de formacao em cada um deles. As pessoas que criaram tais cursos eram, em sua
maioria, matematicos e engenheiros, sendo que alguns tiveram contato com a computacao
durante seus doutorados no exterior. Isso fez com que os cursos criados tivessem o perfil de
seus criadores, sendo muito distintos em cada um dos casos.

Essa situagao persistiu ao longo dos vinte anos seguintes, com cada curso sendo criado
segundo o perfil do grupo que o gerou. Isso, por si s6, nao é problema algum. O problema
¢é que os nomes dados aos cursos acabavam por ser, muitas vezes, conflitantes, com cursos
parecidos e nomes distintos e cursos distintos de mesmo nome. Isso, entretanto, foi consi-
derado como uma situacao normal para cursos atuando numa area de conhecimento ainda
muito jovem (lembrem-se que os primeiros computadores surgiram durante a segunda grande
guerra mundial, apenas sessenta anos atras).

Durante a década de 70 a comunidade atuando em computacao no pais aumentou, per-
mitindo até a criacao de uma sociedade académica para congregar os pesquisadores da area,
que é a SBC - Sociedade Brasileira de Computacao. O que a computacao é hoje no Brasil
se deve muito ao que a SBC realizou nos tltimos 25 anos, sendo portanto importantissimo
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que todos nés nos associemos a mesma, participando ativamente de suas atividades.

Para um profissional de computacgao o trabalho da SBC é mais visivel em dois aspectos:
regulamentagdo da profissio e padroes para cursos da drea. O primeiro ndo cabe nesse
texto, bastando dizer que nossa profissao nao é regulamentada (portanto nao se pode exigir
diplomas para exercé-la) e que a posi¢ao da SBC é pela manutencao dessa liberdade, porém
com uma regulamentagao que evite ataques de conselhos como CREA e CFA. Isso pode ser
visto através de uma proposta de projeto de lei a ser enviada ao Congresso Nacional, obtida
em http://www.dcc.ufmg.br/ bigonha/Sbc/plsbc.html .

Ja o segundo aspecto diz diretamente respeito ao assunto aqui tratado. O estabelecimen-
to de padroes para cursos da area de computagao €, na realidade, um fenémeno mundial,
com muitas entidades envolvidas com o problema, como é o caso da ACM (Association for
Computer Machinery) e IEEE (Institute of Electrical and Electronic Engineers). Em particu-
lar, essas duas divulgaram final de 2001 um curriculo conjunto para Ciéncia da Computacao
([1]) e estao trabalhando em outros curriculos para Engenharia de Computagio, Tecnologia
da Informacao e para Engenharia de Software.

No Brasil ¢ a SBC quem tem trabalhado no estabelecimento de tais curriculos, sendo que
em nosso caso definiu-se que a melhor estratégia seria a geragao de curriculos de referéncia,
que poderiam ser usados como base para a criacao de curriculos individuais em cada insti-
tuicao de ensino. Esse trabalho comecgou no final da década de 80, com a criacdo, dentro do
Congresso Anual da SBC, de um espago para que coordenadores de curso e demais interessa-
dos discutissem propostas de como estruturar cursos e matérias de computagao (o Workshop
de Ensino de Informatica, WEI). O segundo passo foi a criacao do primeiro curriculo de
referéncia, em 1991, atendendo apenas os cursos de ciéncia da computacgao.

Durante os tltimos dez anos a SBC refez o curriculo de ciéncia da computagao por duas
vezes, incluindo Engenharia de Computacao e também curriculos de referéncia para cursos
de Sistemas de Informacao (que fora do Brasil é chamado de Tecnologia da Informagao) e
de Licenciatura em Computagao [2].

Nas préximas paginas examinaremos as diferencas entre esses cursos e também algumas
outras modalidades de ensino surgidas nos ultimos anos.

1.2 Cursos superiores em informatica

No Brasil, apés a promulgacao da nova Lei de Diretrizes e Bases do Ensino, em 1996,
passou a existir varias formas de ensino no nivel superior, que sao: graduagao plena, ensino
seqiiencial e ensino tecnologico. Os dois ltimos sao cursos mais rapidos, voltados para a
formacgao imediata de profissionais para ocupar nichos especificos do mercado de trabalho.
Ocupam de certo modo o mesmo lugar dos antigos cursos de Tecndlogos e os de licenciatura
curta. A formacao acelerada nesses cursos é feita com o prejuizo de uma formacgao mais sélida
e abrangente, obtida apenas com os cursos de graduagao plena. Esse prejuizo de formacao
impede, também, que egressos desses cursos tenham acesso a programas de mestrado e
doutorado.

Da experiéncia adquirida pela oferta de cursos seqiienciais na area de informdtica (por
faculdades e universidades particulares) é possivel constatar que a demanda por tais cursos
é formada predominantemente por pessoas que ja trabalham na area mas nao possuem
educacao formal. E raro que estudantes que acabaram o ensino médio procurem por tais
cursos. Como sao cursos geralmente focados em nichos de mercado (e como a legislacao
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proibe que se use o nome dos cursos regulares de graduacao), cursos seqiienciais, e também
de tecnélogos, apresentam nomes como “Gestao em Tecnologia de Informacao”, “Gestao em
Bancos de Dados”, “Administracdo de Redes de Computadores”, etc.

Como dito, tais cursos permitem uma formagao mais rapida, em dois ou trés anos. Isso
permite que se chegue antes ao mercado de trabalho. Eles também fornecem uma formacao
mais especializada, tratando com mais detalhes a tecnologia que seja seu centro de agao. Se
por um lado isso é vantajoso ao fornecer ao aluno aquilo que as empresas querem naquele
momento, também ¢é extremamente perigoso pois 0 que as empresas querem pode mudar
velozmente e, nesse caso, a formagao se deu apenas em algo que nao serve para mais nada.

Os cursos de graduacao plena procuram formar um outro tipo de profissional. Formam
aquele individuo com um conhecimento mais abrangente, menos especializado (ou menos
voltado para produtos), mas que tenha uma grande capacidade de se adaptar a novas tecno-
logias. Essa formacao os coloca mais tarde no mercado, mas garante, entretanto, condi¢oes
de concorréncia para um leque maior de nichos tecnolégicos.

No Brasil a LDB define que os curriculos dos cursos de graduagao devem ser montados
a partir de um conjunto de normas chamadas de “Diretrizes Curriculares”. Para a area de
computacao e informatica as diretrizes curriculares indicam a existéncia de quatro diferentes
cursos de graduagao, que foram definidos a partir de discussoes dentro da SBC (dentro dos
WEI para ser mais preciso). As quatro denominagoes sao “Ciéncia da Computagao” (BCC),
“Engenharia de Computacao” (EC), “Sistemas de Informacao” (BSI) e “Licenciatura em
Computagao” (LC).

A diferenciacao entre esses cursos se dd, num primeiro momento, pelo papel do compu-
tador dentro da atuacg@o profissional. Nessa Otica o computador pode ser visto como uma
atividade meio, isso é, como uma ferramenta para o trabalho do profissional, ou como uma
atividade fim, em que ele é o objetivo do trabalho. No primeiro caso, atividade meio, estao
os cursos de BSI e de LC. Como atividade fim estao os cursos de BCC e EC.

E’ principalmente essa diferenciacao entre o computador ser meio ou fim que da as ca-
racteristicas bésicas dos varios cursos da drea. A descricao de cada um deles, feita a seguir,
procura estabelecer exatamente como essa influéncia se manifesta.

1.2.1 Licenciatura em Computacao

Trata-se de um curso bastante novo, com ainda poucas ofertas no pais. O campo de atuacao
de um profissional formado em licenciatura em computacdo é o ensino de computacao em
escolas de ensino médio e fundamental, além de servir como apoio aos professores de outras
disciplinas no uso do computador como uma ferramenta de auxilio ao ensino das mesmas.
Numa linha adicional de trabalho, esse profissional pode se dedicar ao desenvolvimento de
aplicativos educacionais, tanto do lado de ensino quanto de gestao de ensino.

Do ponto de vista de mercado, esse ainda é um campo em desenvolvimento, que tanto
pode se tornar excelente se as politicas governamentais caminharem na dire¢ao de oferecer
uma formagao digital melhor aos nossos alunos, quanto pode se tornar inexistente no caso
contrario. Como existe uma inércia natural no sistema educacional, acredita-se que os pro-
fissionais em formacao encontrarao um excelente campo de atuacgao, que deve ser ainda mais
ampliado nos préximos anos.

Quanto ao tipo de formagao necessaria para esse profissional, é evidente que o mesmo
devera cursar uma série de disciplinas pedagogicas que lhe permitirao conhecer e aplicar as
diferentes metodologias de ensino, assim como entender as normas de funcionamento das
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diferentes escolas.

Do lado computacional, como o computador serd uma ferramenta para seu trabalho, é
preciso ter conhecimento de uma série de linguagens e técnicas de programacao. Nao é preciso
um conhecimento profundo das tecnologias envolvidas no funcionamento do computador,
nem das bases conceituais e tedricas da computacao.

Da mesma forma, se o computador é ferramenta, passa a ser necessaria uma formacao
mais ampla nas varias aplicagoes que o mesmo pode ter na escola, exigindo entao uma maior
carga de trabalho em atividades complementares.

1.2.2 Sistemas de Informacao

Os chamados cursos de bacharelado em sistemas de informagao sao, na pratica, uma trans-
formacao dos antigos cursos de andlise de sistemas, agora adequados aos novos modelos
de tecnologia da informagao. Assim como aqueles, esses também tém o computador como
um meio, isso é, o objetivo aqui é fornecer ferramentas computacionais como aplicacoes em
outros campos do saber.

Vistos sob esse ponto de vista, sdo esses os profissionais com o maior campo de atuacio
dentro da informatica. Estima-se que cerca de 80% das vagas em informética no Brasil se
destinem a profissionais formados em cursos de BSI. Esse mercado nao esta refletido, ainda,
no numero de cursos oferecidos, uma vez que apenas nos ultimos cinco anos é que faculdades
e universidades passaram a oferecer cursos de BSI. Essa auséncia faz com que os postos em
aberto sejam ocupados por profissionais vindos de cursos de BCC e EC, além de outros com
as mais diversas formagoes.

O tipo de trabalho a ser desenvolvido por esses profissionais vai desde o desenvolvimento
de aplicativos para empresas, tais como bancos de dados, sistemas de controle (estoque,
producao, etc.) e sistemas de gestdo, até o gerenciamento de sistemas computacionais, o
que envolve a especificagao, supervisao e manutencao de redes de computadores e demais
equipamentos.

Esses campos de atuagao indicam que a formacao necessaria é ligada ao conhecimento das
vérias tecnologias (do ponto de vista de sua aplicagao) e de vdarias técnicas e linguagens de
programagao (para o desenvolvimento dos aplicativos). A necessidade de intera¢ao com pro-
fissionais de outras 4reas (os usudrios dos aplicativos) faz com que seja preciso também uma
formacao complementar bastante ampla, o que inclui matérias como gestao de organizacoes,
economia e contabilidade, administracao de empresas, etc.

Assim como para os cursos de licenciatura, nao é necessario um conhecimento profundo
de teorias e conceitos fundamentais da computacao, assim como das varias tecnologias que
serao aplicadas, uma vez que seu papel é o de usar tais tecnologias e nao desenvolveé-las.

1.2.3 Engenharia de Computagao

Esses cursos possuem como caracteristica essencial o fato de ainda nao terem uma identidade
bem definida, isso tanto no Brasil quanto no mundo. Aqui a SBC tem feito um esfor¢o nos
ultimos anos para o estabelecimento de uma diferenciacao precisa entre os cursos de EC e
de BCC (e engenharia elétrica, EE, de quebra). Essa falta de identidade é natural e veio da
origem desses cursos, em meados da década de 80, quando os mesmos surgiram procurando
ocupar um vazio entre os cursos de BCC e de EE.

Como conseqiiéncia dessa falta de identidade surge também o problema da falta de um
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nicho especifico no mercado de trabalho. A inexisténcia do nicho nao impede, entretanto,
que os profissionais de EC tenham uma boa aceitacdo no mercado.

Indo entao para a descricao do que seria a engenharia de computacao, pode-se dizer que
ela representa o segmento de computacao preocupado com o desenvolvimento de sistemas
dedicados aos processos industriais e ao desenvolvimento dos préprios computadores. Nesse
sentido seu campo de atuacao envolve o projeto de computadores, controladores e sistemas
embarcados (ou embutidos). O trabalho em qualquer dessas dreas é parcial ou completa-
mente equivalente ao trabalho de engenheiros eletricistas ou de cientistas da computacao.
A vantagem do engenheiro de computacdo é que o mesmo domina todas as vertentes do
trabalho e nao apenas uma de suas facetas (hardware ou software), como acontece com os
outros dois.

Sendo EC um curso em que o computador é o fim, fica evidente que passa a ser necessario
um conhecimento mais amplo em alguma das tecnologias envolvidas, sendo que nesse caso
falamos de arquitetura de computadores. O dominio desse tipo de tecnologia (e de suas
aplicacoes em processos industriais) demanda um forte conhecimento de fisica (eletricida-
de) e de matemdtica. Além dessas matérias passa a ser necessirio também o dominio dos
fundamentos tedricos de computacgao.

Diferentemente dos cursos em que computacao é uma atividade meio, para os cursos de
EC nao é preciso o conhecimento de muitas técnicas e linguagens de programagcao, uma vez
que o objetivo do trabalho do engenheiro nao é desenvolver aplicativos para outros usudrios.

Os cursos de EC existentes no pais foram criados, em sua maioria, dentro de um conceito
em que a instituicao proponente definiria se o perfil do seu curso seria mais préximo da
engenharia elétrica ou ciéncia da computacao. Essa liberdade regulou por bastante tempo o
processo de autorizacao e reconhecimento de tais cursos, com o MEC indicando comissoes de
avaliagao orientadas pelo perfil do curso (CEEEng ou CEEInf), o que permitiu uma melhor
avaliacao dos cursos mas manteve a indefinicao quanto ao perfil mais preciso do que seria
engenharia de computagao.

Hoje temos cursos que claramente optaram por um dos modelos (elétrica ou computacio),
como ¢ o caso da UFSCar com o curso moldado pela ciéncia da computacao. Temos também
cursos que evitaram fazer qualquer op¢ao, mantendo na pratica as duas opgoes, como é o caso
da Unicamp, em que os alunos optam por uma das areas apds o quinto semestre do curso.
Em todos os casos, uma caracteristica comum é a presenca de algumas matérias apenas
por exigéncia do CREA (resisténcia dos materiais, quimica, fenémenos de transporte, por
exemplo) e um forte embasamento matematico (pelo menos nos bons cursos da area).

1.2.4 Ciéncia da Computacao

Para terminar a descrigao dos cursos de graduacgao falta falar do curso em que vocés estao
matriculados, que é o de bacharelado em ciéncia da computacao. Esse curso, assim como
EC, tem o computador como objetivo fim, isto é, o profissional formado aqui deveria traba-
lhar pelo desenvolvimento da computacao propriamente dita, sem a preocupagao em criar
aplicativos para os usuarios finais.

Essa caracteristica limitaria bastante o mercado de trabalho para esses profissionais, que
ficaria restrito a pesquisa e desenvolvimento de tecnologias bésicas (sistemas operacionais,
compiladores, gerenciadores de bancos de dados, etc.). Como esse mercado ndo representa
20% das necessidades empresariais (no Brasil ainda menos), qual seria a razao do expressivo
numero de cursos de BCC? - A explicagao tem razoes histdricas e mercadoldgicas, uma vez
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que o nome “Ciéncia da Computacao” tinha um poder de atrair alunos muito mais forte
do que “Analise de Sistemas”. Isso fez com que muitos cursos fossem criados antes de 1996
com a denominacao de BCC porém com perfis totalmente distintos. Do ponto de vista de
mercado, nao havia problema de empregar os egressos de cursos de BCC (por mais voltados
para pesquisa que eles fossem) pois a base dada nos mesmos era suficiente para que os
profissionais rapidamente se adaptassem a situacao momentanea do mercado.

Como a esséncia de um curso de BCC estd no desenvolvimento de pesquisas e novas
tecnologias para a computagao, uma caracteristica essencial é de que o mesmo permita aos
alunos o envolvimento com trabalhos de pesquisa. Essa é, alids, a principal razao para que
o MEC indique que cursos de BCC (e de EC) devam ser em periodo integral. Por sua
vez, a interacao com trabalhos de pesquisa apenas ocorre se os docentes do curso estiverem
envolvidos com pesquisa, o que nao é frequente e € o que diferencia os bons cursos dos demais.

Assim como ocorre com EC, os cursos de BCC devem ter uma grande base tedrica, o
que resulta em um bom nimero de disciplinas de matematica e de fundamentos tedricos
de computacao. Do ponto de vista das tecnologias, cursos de BCC devem ser estruturados
de forma a permitir o contato dos alunos com as mais variadas tecnologias e, além disso, o
dominio de uma ou mais delas.

Mais uma vez, por ter o computador como um fim, nao é preciso o conhecimento de um
nimero maior de linguagens de programacao, uma vez que a funcao dos futuros profissionais
nao é o de criar aplicativos dos mais variados. Esse aspecto, alids, € o que mais frustra
aqueles que fazem a opg¢ao por um curso de BCC mas que esperavam na realidade um de
BSI. O contato com o computador, embora exista, nao é tao intenso, com a existéncia de
varias disciplinas que abordam temas de computacao do ponto de vista estritamente teorico.

O que se pode concluir dessa discussao é que cursos de BCC sao bastante arduos, com
pequeno uso de computadores e muito desenvolvimento teérico. Isso é verdade e faz com que
aqueles que tenham mais interesse em aplicativos sofram bastante durante o curso. Apesar
disso, por tratar sempre de topicos de fronteira no desenvolvimento da computacao, o BCC é
também bastante atrativo e instigante para aqueles que desejam trabalhar com novos desafios
a cada instante.

A descricao basica do que seria um curso de BCC pode ser encerrada aqui. Maiores
detalhes sobre esses cursos aparecem na proxima secao, que discute como o curso de BCC
oferecido pela Unesp em Sao José do Rio Preto esta estruturado.

1.3 Como é o nosso BCC

Antes de falarmos de sua situacao atual é importante termos um pouco de historia. Este
BCC esta em funcionamento desde 1987, quando a primeira turma ingressou através de um
vestibular adicional, em abril daquele ano.

O projeto do curso contou com a ajuda de varios professores que estavam, na época,
envolvidos com os cursos de bacharelado e licenciatura em matematica. Os cursos de ma-
tematica oferecidos pelo Ibilce ja eram bastante tradicionais, sendo dos melhores do pais.
Para se ter uma idéia, varios de seus ex-alunos sao hoje professores das melhores univer-
sidades brasileiras, inclusive com varios deles como pesquisadores em computacao. Esses
professores, em colaboracao com o Prof. Odelar Leite Linhares, que antes ji havia cola-
borado na estruturagao dos cursos de computacao da Unicamp e da USP em Sao Carlos,
montaram um curso tipico de computagao, com uma forte base matematica.



CAPITULO 1. O QUE E CIENCIA DA COMPUTACAO 7

Ao longo dos anos varios professores mais voltados para a computacao foram contratados
e formados no departamento. Esses professores trabalharam por varios anos até a proposicao
do curriculo atualmente em vigor, o qual apesar de possuir uma componente tecnolégica mais
intensa nao dispensou a formacao bésica sélida e abrangente, que era a razao do sucesso do
curso até entao. Alids, varios dos alunos das primeiras turmas sao hoje professores doutores
em boas universidades, devendo isso em grande parte a base oferecida pelo curso.

Embora o curso em sua forma original fosse bastante bom, faltava-lhe uma maior densi-
dade de topicos em novas tecnologias. Para se ter uma idéia, nao havia nenhuma disciplina
obrigatéria em redes de computadores. Isso, na época de sua criagao era absolutamente
normal, uma vez que as redes apenas se popularizaram no Brasil no inicio dos anos 90. A
busca por um novo curriculo era fundamentada principalmente por lacunas desse tipo. Com
isso o trabalho de elaboracdao de um novo curriculo comecou em 1991, sendo concluido no
inicio de 1996 e implantado a partir de 1997.

Os cinco anos transcorridos foram consumidos em propostas (duas) que foram abando-
nadas em favor da proposta do atual curriculo. O problema da primeira proposta era a sua
extensao, que exigia cinco anos de curso com elevada carga de trabalho. A segunda proposta
era basicamente uma reducao da primeira, sendo bastante convencional e foi abandonada
com a idéia de flexibilizac¢do do curriculo introduzida em 1995. Essa histéria (e toda a des-
crigdo do curriculo) pode ser vista em [3], apresentado no 31st Frontiers In Education, en
Reno, EUA.

O curriculo atual do curso (que deve sofrer uma nova reestruturagdo em breve, para
atendimento da LDB e de algumas diretrizes da prépria Unesp para padronizacao de cursos
similares) estd fundamentado em duas premissas: ninguém aprende sem praticar de algum
modo sobre o assunto e ninguém domina (nem tem interesse por) todas as dreas de conhe-
cimento dentro da computacao. Quando associadas tais premissas indicam que nao se deve
prender muito o aluno em sala de aula, permitindo que esse pratique sobre os contetidos, e
que nao é preciso ensinar tudo com a mesma profundidade.

Assim, o curso foi estruturado em énfases, com cada aluno cursando, a partir do terceiro
ano, apenas as disciplinas de sua énfase e algumas outras que sejam de seu interesse. Os dois
primeiros anos foram estruturados de forma a garantir a base tedrica indispensdvel (muita
matemadtica e fundamentos de computagao) e também os conhecimentos bdsicos sobre as
varias tecnologias, de modo a permitir que os alunos escolham a énfase de sua preferéncia.

Hoje o que se pode dizer sobre esse curriculo é que o mesmo antecipou as diretrizes
curriculares da area, que afirmam exatamente que é preciso um conhecimento bésico sobre
todas as tecnologias e aprofundado sobre uma delas. Isso ainda nao é visto nos demais cursos
de BCC, que possuem uma carga horaria elevada e tentam dar um conhecimento aprofundado
em todas as tecnologias para todos os alunos, sem levar em consideracao preferéncias pessoais.

Para uma melhor descri¢ao desse (e de qualquer outro) curriculo é preciso fazer um ma-
peamento entre as disciplinas do curso e as matérias indicadas pelas diretrizes curriculares.
Esse mapeamento é feito através da divisao das matérias das diretrizes em trés grupos prin-
cipais, que sdo ciéncia da computac¢ao, matematica e formagao tecnoldgica. Outras matérias
envolvem fisica e eletricidade, ciéncia dos sistemas de informacao, formacao complementar e
suplementar, que nao serao examinadas aqui. As demais sao descritas na seqiiéncia.
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1.3.1 Ciéncia da Computacao

Trata-se de uma matéria da drea de formacao bésica, envolvendo basicamente programacao
(linguagens e técnicas de programagao), computagio e algoritmos (teoria de computagio) e
arquitetura de computadores (hardware).

Em nosso curso essa matéria é coberta através de disciplinas como Programagao I, Progra-
macao I, Estrutura de Dados, Circuitos Logicos, Fundamentos em Sistemas de Automacao
e Controle Digital, Fundamentos em Sistemas de Informacao e Fundamentos em Linguagens
e Teoria da Computacao. Outras disciplinas que também cobrem em parte essa matéria,
porém dependem da énfase escolhida, sao Organizacao e Recuperacao de Informagoes e Pro-
gramacao Concorrente.

1.3.2 Matematica

Uma das motivacoes para a futura reestruturagao curricular é exatamente a matéria de
matematica, que atualmente possui um foco maior na chamada matemdtica do continuo
(por tratar com fungbes continuas), que deverd ser alterado para a matemética discreta
(fungbes discretas), seguindo a nova orientagao da érea.

Hoje essa matéria é coberta por varias disciplinas, a maioria ainda voltadas para o
continuo. Temos Calculo Diferencial e Integral I, II e III, Geometria Analitica e Veto-
res, Algebra Linear e Aspectos Formais da Computacao, todas ministradas por docentes do
departamento de Matematica. Temos ainda Calculo Numérico, Probabilidade e Estatistica,
Métodos de Otimizacao I e Teoria dos Grafos, que sdo ministradas por docentes do departa-
mento de ciéncias de computacgao e estatistica, DCCE, além de uma énfase em computacao
cientifica que tem uma forte conexdo com matematica.

Dentre as alteragoes previstas para o futuro curriculo estd um desdobramento da disci-
plina Aspectos Formais da Computacao em duas disciplinas, uma sobre Légica Matematica
e outra sobre Algebra, e também uma reducao de carga horaria das disciplinas de Céalculo
(sem alteracao profunda de conteido, entretanto).

1.3.3 Formacao tecnolégica

Esta é, na realidade, uma &area de concentracao de diversas matérias, tais como compilado-
res, banco de dados, sistemas operacionais, redes de computadores, sistemas distribuidos,
engenharia de software, etc. Nesse grupo estdo todas as matérias com vinculo tecnolégico,
sendo portanto o coracao do futuro exercicio profissional.

Dentro do previsto pelas diretrizes curriculares os alunos de BCC devem ser expostos
a todas as tecnologias e aprofundar conhecimentos em pelo menos uma delas. Como ja
indicado, em nosso curriculo o aprofundamento é feito pelas disciplinas das varias énfases
(ver na péagina do curso na Internet, em http://www.dcce.ibilce.unesp.br/comp ). J4 a
visao geral das vérias matérias é obtido através de um conjunto de cinco disciplinas de
Fundamentos nas varias énfases do curso (sistemas de computagao, sistemas de informagao,
linguagens e teoria da computagao, sistemas de automacao e controle digital e computacao
cientifica).
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1.3.4 As énfases do BCC

Como ja deve estar claro, o nosso curso é composto por cinco énfases. A escolha por uma
das énfases é feita ao final do segundo ano, quando teoricamente ja foram cursadas todas
as disciplinas de fundamentos. Nessa versao do curriculo o processo de escolha por énfase é
livre, isso é, pode-se escolher qualquer énfase independentemente do desempenho do aluno.

Ao escolher uma énfase o aluno passa ater que cumprir um conjunto de seis disciplinas
obrigatérias daquela énfase (trés consideradas bésicas e trés avangadas). Além das disci-
plinas de sua énfase cada aluno tem que cursar quatro disciplinas complementares e outras
quatro optativas, sendo que as complementares devem ser escolhidas entre as basicas das
demais énfases, uma complementar por énfase. Ja as optativas podem ser quaisquer ou-
tras disciplinas oferecidas (desde que ndo sejam obrigatdrias nem estejam sendo computadas
como complementares).

Desse modo garante-se que o aluno que integralizar o curso terd uma boa formagao
em alguma das énfases e, a0 mesmo tempo, uma formacao razodvel nas demais dreas (nas
quais provavelmente nao gostaria de trabalhar). Essa formagao nas outras dreas é garantida
primeiro pelas disciplinas de fundamentos e depois pela exigéncia da disciplina complementar.

1.3.5 O projeto final

Independente da énfase escolhida, todo aluno precisa apresentar o chamado projeto final de
graduagao para completar o curso. Esse projeto é apresentado numa disciplina (chamada
“Projeto Final”), que pode ser cursada a partir do sexto semestre (normalmente no oitavo).

Esse projeto pode ser realizado tanto dentro do proéprio Ibilce, fazendo parte do projeto
de pesquisa de algum docente, quanto em empresas, durante o estagio do aluno. Note-se que
nao existe a obrigacao de um estagio, embora isso seja bastante interessante para aqueles
que queiram ir para o mercado de trabalho corporativo.

A exigéncia bdsica do projeto final é de que ele envolva um trabalho cuja realizacao
apenas seja possivel com os conhecimentos adquiridos nas disciplinas das varias énfases, ou
ainda além delas em alguns casos. Essa caracteristica faz com que grande parte dos estagios
oferecidos aos nossos alunos nao possa ser caracterizada como um projeto final. Infelizmente
essa é uma situacao de mercado que aos poucos estamos mudando (através de nossos ex-
alunos) e que faz com que muitos alunos evitem a realizacdo de estdgios pelo medo de uma
carga de trabalho dobrada.

Com o passar dos anos a nossa experiéncia diz que é possivel a realizacao de um estagio
e de um projeto final, desde que o projeto final comece a ser trabalhado bastante cedo. De
fato, comecar o trabalho do projeto final ainda na metade do terceiro ano é uma tendéncia
que tem apenas produzido bons resultados, pois quando o aluno finalmente se matricula na
disciplina Projeto Final ele ja estd, na préatica, como o trabalho praticamente concluido.

1.4 Consideracoes finais

Vimos durante esse capitulo um pouco da estrutura dos cursos superiores na area de com-
putacao e informatica no pais. Nesse processo detalhamos os perfis dos quatro cursos de
graduagao plena, fechando essa descricao com o curso de bacharelado em ciéncia da com-
putacao. Apéds a revisao dos tipos de cursos de graduagao gastou-se um tempo com uma
descrigao do curso de BCC oferecido na Unesp/Rio Preto, encerrando entao nossa discussao.
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Nos proximo capitulos teremos a esséncia real dessa disciplina, que é a de mostrar porque
certos topicos de matematica sao necessarios para se fazer computacdo. Trabalharemos
inicialmente com as disciplinas do primeiro semestre do curso, sempre numa abordagem em
que primeiro vocés tomarao contato com alguma aplicacao interessante e depois verao que
ela apenas é possivel com o uso de matematica.



Capitulo 2

(Geometria vetorial

Uma das dreas de matematica com uso mais intenso em computacgao é o de geometria. Isso
se deve principalmente a importancia de interfaces graficas, nas quais imagens representam
informacgoes.

O que veremos nesse capitulo é um resumo do que é o estudo de geometria analitica (GA)
num curso superior e quais partes da mesma sao importantes para a resolucao de diversos
problemas computacionais. Para tornar mais interessante nosso estudo trabalharemos inici-
almente sobre um aplicativo de grande uso na engenharia, que é uma ferramenta de auxilio
ao projeto (CAD), de software livre chamada gcad. Depois de usarmos o qcad faremos um
exame do que é preciso para se projetar esse tipo de software e o que a geometria analitica
ajuda nesse processo.

2.1 O qcad

Como mencioando, o qcad é uma ferramenta de apoio ao projeto que permite a elaboracao
de desenhos de pecas através do computador. O qcad nao é uma ferramenta sofisticada
como o0 AutoCAD, porém permite um bom entendimento do processo de projeto e também a
realizacao de projetos interessantes em duas dimensoes. Claro que existem CADs muito mais
poderosos que ele, comecando ja pelo fato de permitirem visualizagoes em trés dimensoes e
andlises (simula¢oes) de movimentos (para verificar possiveis interferéncias). Os mesmos nao
apresentam, entretanto, nenhuma diferenca conceitual que faca com que suas necessidades
em termos de ferramental matematica sejam menores (ou mais simples) do que o gcad.

O trabalho a ser realizado no qcad é bastante simples. Basta desenhar a peca descrita a
seguir (figura 2.1), colocando todas as dimensdes e tudo o mais no desenho.

Feito isso, deve-se realizar algumas modificagoes no mesmo, procurando verificar como
é ficil desenhar (e alterar) uma peca ou mesmo um conjunto de pecas (que formariam
méquinas) usando-se o computador.

A questao que fica é como o computador estd tratando as imagens que vocé criou e
manipulou? A resposta vem das formas como computadores armazenam as informagcoes
representadas nas imagens.

11
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@ A-A
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Pos Num Unit Arhicle Code Description

Orawn 1999-10-20 Seale
Proven 1999-01-20 /‘ "
Norm proven | 1999-10-20 .

Released 1999-10-20 g_@
Order rumber

Source [ Pges Page
Arficle Code | Replaces

APS | Example 3 8 1601 09346

Changed Changed

Figura 2.1: Exemplo para uso do qcad

2.2 Armazenamento e manipulacao de imagens

Nossos computadores apresentam suas imagens no chamado formato de pizels. Um pizel é
na realidade um ponto da imagem (um elemento do desenho). Os monitores de video sao
vendidos com resolugoes de x pontos por polegada, sendo que quanto mais pontos melhor a
resolucdo (porém com mais memdria para guardar as imagens).

Essa nao é a unica forma de tratar imagens. Um outro tipo de monitor (dito vetorial ou
rasterizado) trata as imagens nao como um conjunto de pontos mas sim como um conjunto
de linhas desenhadas em qualquer dire¢ao. Neles a resolucao passa a depender do feixe de
fétons colidindo com a superficie do monitor, sendo que quanto mais largo o feixe pior a
resolucao.

A existéncia desses dois tipos de terminais permitiu que as imagens pudessem ser ar-
mazenadas também de dois modos: por pizel e por linha. O primeiro caso funciona para
monitores comuns, sendo que o segundo é mais adequado para monitores rasterizados (que
sao raros). Tudo seria simples se a apresentagao das imagens tivesse que ser feita exatamente
na sua forma de armazenamento, o que nédo é verdade (felizmente).

Do que foi visto com o qcad é mais ou menos facil de perceber que uma ferramenta
daquele tipo armazena e trata suas informacoes no formato vetorial. Fica muito dificil
alterar imagens j4 salvas se tivermos que alterar todos os pixels da mesma, o que nao ocorre
se temos que alterar duas ou trés linhas quando as imagens sao armazenadas através de
elementos geométricos.

Assim, a imensa maioria dos aplicativos para desenhos faz uso de elementos geométricos
para armazenar todas as informagoes sobre o desenho (claro que isso vale para desenhos com
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perfil geométrico e ndo para pinturas e fotos). A seguir apresentamos uma série de formas
para a definicdo de elementos geométricos.

e Pontos

Usando o cursos para apontar a posicao na tela
Dando suas coordenadas pelo teclado
Dando o deslocamento (x,y,z) a partir do ponto atual

Interseccao de duas linhas

SANE I e

Marcando pontos em intervalos fixos num elemento
e Linhas

Usando dois pontos ja definidos
Um ponto e angula da linha com a horizontal
Um ponto e a linha normal ou tangente a uma dada curva

Um ponto e alinha paralela ou perpendicular a outra

AR

Tangente entre duas curvas
e Arcos e circulos

Usando centro e raio
Especificando o centro e um ponto no circulo
Curva passando por trés pontos ja definidos

Curva tangente a trés linhas

SANE

Dando o raio e tangente a duas linhas ou curvas
e (Conicas

1. Especificando cinco pontos do elemento

2. Especificando trés pontos e uma condicao de tangéncia
e Curvas

1. Métodos matemdticos (numéricos) como b-splines, splines ciibicas ou Bezier, em
que se faz o ajuste da curva entre dois pontos especificos através de interpolacao

e 1. Os métodos para geracao de curvas sao utilizados para criar as linhas que formama
superficie, ou por superficies de revolugao ou por interseccao de duas superficies

Embora o armazenamento final das imagens ocorra na forma de elementos geométricos,
a tela dos nossos computadores manipula apenas pixels. Assim, é preciso que se converta
a imagem representada por um elemento geométrico (por exemplo CIRCULO(RAIO=20,
CENTRO(100,50)) numa suposta representacdo de um circulo através de seu raio e centro)
para um conjunto de pontos que a represente graficamente.

Esse processo resulta em uma certa imprecisao na imagem, como pode ser vista na figura
2.2, que apresenta os pixels exageradamente ampliados. O problema é quais pixels devem
ser usados em cada trecho da linha de modo a torna-la aparentemente continua.
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Figura 2.2: Imprecisao entre pixels e elementos geométricos

Ao transformar as imagens em pixels surge um segundo problema, que é o de ter que
manipular grandes quantidades de dados para aplicar pequenas transformagoes numa figura,
como desloca-la da posicao atual, gira-la num certo angulo ou mesmo amplia-lar ou reduzi-la.
Em todos os casos esse processo envolve uma série de manipulagoes algébricas sobre matrizes.
Essas operagoes sao aplicadas sobre cada ponto da imagem, resultando na necessidade de
um grande poder de processamento para fazer tais atualizacoes. A seguir apresentamos as
operacoes necessarias para transformacgoes em duas dimensoes. Para trés dimensoes temos
matrizes 3X 3, sendo que para rotagoes € preciso uma matriz para cada eixo.

Transformagoes no plano

Nas transformagoes a seguir considerar que o ponto em sua posi¢ao original é representado
pela matriz A = (x,y) e que suas novas coordenadas, apés a transformagao, serdo dadas
pela matriz B.

e Translacao B=A+C
em que C = (m,n) , com m correspondendo ao deslocamento no eixo X e n no eixo
Y;

e Escala B=A.C
em que C = ‘ Tg , sendo m e n respectivamente os fatores de escala nos eixos X e
Y;

e Rotacao B=A.C
em que C = cos(a) — sen(a) , sendo « o dngulo de rotacao desejado (em relacdo ao

—sen(a) cos(a)

angulo atual formado entre o ponto, a origem dos eixos e o eixo X);

Representacao por elementos geométricos

E mais ou menos evidente que as transformacoes de escala, translacao e rotagao se tornam
muito mais simples se a representacao da figura for feita por elementos geométricos, em que
se aplicaria as matrizes de transformacao apenas aos pontos caracteristicos de cada elemento
(ponto inicial e final de uma linha, por exemplo), ajustando-se os demais pontos a partir dos
mesmos.

Uma outra vantagem na representacao geométrica estd no momento de armazenar a
imagem. Examinando a figura 2.3 fica facil de perceber que a representagao por pixels im-
plicaria, por exemplo, no armazenamento de 80.000 pontos (um byte por ponto se estamos
trabalhando com apenas 255 niveis de cinza), enquanto que a figura completa pode ser ar-
mazenada com a representagao de trés elementos (um circulo, um quadrado e um triangulo),
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adicionados de relagoes de pertinéncia e profundidade, ao dizer que a figura X é dada pela
unido do quadrado e do triangulo, excluindo-se da mesma parte do circulo, e que tem uma
profundidade (largura) p.

)

-

Figura 2.3: Representacao por elementos geométricos

2.3 A disciplina de Geometria Analitica e Vetores

Do que examinamos até o momento nao transparece que a matematica necessaria para
a implementacao de um CAD seja complicada. De fato, grande parte das manipulagoes
examinadas sao simples aplicacoes de regras geométricas simples. Entao, qual a razao de
todas as equacoes e da manipulacao de vetores que aparece em GAV?

A resposta também é simples. Perceber que a representacao de desenhos através da
composicao de elementos geométricos é facil. Dificil é encontrar a técnica mais simples
de compor tais elementos se nao se sabe como as equagées que os representam podem ser
associadas e manipuladas. E para isso que a geometria aparece. E também para isso que os
vetores aparecem.

Embora provavelmente ainda ndo tenham aparecido em GAV, os vetores tomam um im-
portante papel nesse processo todo. Na pratica um vetor nada mais é do que a representagao
matemadtica de uma magnitude e direcdo no espaco. Isso significa que podemos representar
linhas através de um vetor e, principalmente, usar vetores como poderosas ferramentas no
momento de definir linhas, curvas, etc., através de pontos e formas tangenciais, paralelas ou
normais a outros elementos.

Além disso, as transformacoes que acabamos de ver para escala, rotacao e translacdo
também podem ser traduzidos como operagoes sobre vetores. Assim, é de fundamental
importancia que se aprenda corretamente como vetores funcionam e como sao as operacoes
sobre os mesmos.

Uma extensao também importante de vetores sdo os chamados espacos vetoriais, os quais
permitem a defini¢do de superficies de uma forma mais simples do ponto de vista geométrico.
Os espagos vetoriais sdao inicialmente vistos em (GAV, mas sao intensamente trabalhados na
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disciplina de algebra linear.

2.4 Consideracoes finais

A manipulacao de entidades geométricas é o corpo principal de aplicagoes de GAV em com-
putacao. Seu uso pode ser na constru¢do de imagens, como acabamos de examinar, como
também no processamento de imagens capturadas por algum dispositivo (caméras de video,
fotograficas, etc.).

No caso de processamento de imagens podemos usar os conceitos de GAV para, por
exemplo, localizar elementos elipsoidais em uma mamografia (indicariam a existéncia de
calcificacoes possivelmente cancerosas). Podemos usar a mesma forma de tratamento para
identificar biscoitos defeituosos numa esteira de empacotamento de uma industria, eliminan-
do aqueles que nao tenham a forma exata de um circulo ou um quadrado, por exemplo.

As aplicagoes em reconhecimento de padroes sao bastante facilitadas se, ao invés de
tratarmos ponto por ponto das imagens, pudermos tratar alguns pontos e através de uma
representacao algébrica do padrao confirmarmos a existéncia ou nao dos demais pontos. Esse
processo € conhecido como Transformada de Hough, tendo grande aplicagdo em reconheci-
mento de imagens.

J& as aplicacoes de reconhecimento de imagens em nosso dia a dia sao bastante nume-
rosas e diferenciadas, indo desde sistemas de controle de qualidade até sistemas de direcao
automatica de veiculos, passando por aspectos ainda dificeis de atingir como é o caso de
recuperacao artificial da visao humana.

Abrindo um parénteses, é preciso dizer que a matematica apresentada aqui como sendo
util ao campo de computacao grafica e de processamento de imagens nao é, nem de per-
to, toda a matematica necessaria nesses campos. Nao apresentaremos aqui topicos como
transformadas de Fourier e outros conceitos igualmente importantes por estarem muito dis-
tantes daquilo que facilmente compreenderiamos aqui. A conclusdo aqui é que essas areas
sao usudrias intensas de matematica, como veremos alids nos préximos capitulos.



Capitulo 3

Calculo

A computacao foi criada inicialmente para a resolugao de problemas numéricos. Tanto é que
a palavra “computer” (traduzida para computador) quer dizer aquele que faz contas. Isso ja
nos da uma idéia da importancia do célculo dentro da computagdo. Aqui nossa preocupagao
¢ diferente, isso €, nao nos interessa mostrar que computadores resolvem problemas de calculo
e sim que técnicas de calculo resolvem problemas de computacao.

Partindo desse ponto, consegue-se enxergar dois diferentes campos de aplicagao do calculo
integral em computagao, o primeiro em que o calculo é usado como uma ferramenta direta
na construcao de uma aplicacao; e o segundo em que ele é usado como base para uma outra
técnica matematica que sera, por sua vez, usada na construgao de alguma aplicacao. Como
exemplo do primeiro campo temos o uso de equagoes diferenciais (ja veremos o que sio)
na resolucao de problemas de robética e outros dispositivos méveis. Para o segundo campo
temos a construcao de métodos probabilisticos, os quais podem ser usados em aplicagoes
como filtragem de imagens digitais, simulacao de sistemas e na andlise de desempenho de
sistemas, que sera a aplicacao inicial em que trabalharemos.

3.1 Prevendo o desempenho de um sistema

A previsao do desempenho de um sistema qualquer, computacional ou nao, é uma tarefa de
grande importancia para o projeto desse sistema. Essa importancia vem do fato que quanto
melhor o desempenho de um sistema mais atrativo o mesmo se torna, uma vez que todo
mundo quer o 6timo segundo alguma métrica. Assim, sempre procuramos ou pelo carro
mais econdmico ou mais rapido ou mais confortavel. A escolha pelo carro ideal faz uma
composicao desses parametros segundo a preferéncia do comprador.

O mesmo vale para um computador ou para um programa de computador (velocidade,
custo, estabilidade, etc.), chegando portanto ao nosso campo de interesse. No caso de com-
putadores e programas o que se busca sempre é uma boa relacdo custo-desempenho, em
que desempenho normalmente significa velocidade de execucdo. Na pratica, quando temos
programas muito grandes (alguns levam dias para resolver um problema) passa a ser cruci-
al atingirmos o desempenho 6timo, economizando tempo de méquina e de manutencao de
pessoal (esperando pela resposta).

A questao é, entao, como atingir um desempenho étimo partindo-se das fases iniciais
de projeto do programa ou do computador, que chamaremos de sistema computacional
daqui por diante. Prever o desempenho de um sistema computacional antes mesmo de sua
existéncia é importante para evitar que determinadas decisoes em seu projeto inviabilizem

17
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a obtencao de um étimo desempenho. Com isso 0 nosso problema passa a ser como obter
medidas de desempenho se ndo temos o sistema funcionando. Uma questio parecida (e até
mais importante) é determinar como serd o desempenho de um sistema computacional em
funcionamento daqui ha alguns meses ou anos.

Para ambos problemas a solucao esta no uso de ferramentas para predi¢ao de desempenho
(ou anélise de desempenho). Essas ferramentas existem em trés formatos bésicos:

1. Benchmarks, em que os dados para analise sao obtidos através de medicoes fisica-
mente realizadas sobre o sistema real. E 6bvio que isso nao é possivel se o sistema
ainda nao existe ou se as condicoes de teste nao podem ser efetivadas;

2. Simulacao, em que se cria um modelo do sistema e, através de algum mecanismo de
imitacao de seu funcionamento, sdo obtidas medidas de seu desempenho. Pode ser
aplicada quando o sistema nao existe, mas tem sua precisao determinada pela precisao
em que o modelo imita o sistema;

3. Resolucao analitica, em que as medidas de desempenho sao obtidas pela resolucao
analitica de um modelo que represente o sistema real através de equagoes matematicas.
Assim como simulagao, a resolugao analitica pode ser aplicada em qualquer fase do
projeto de um sistema computacional e, do mesmo modo, tem sua precisao determinada
pela fidelidade com que as equagoes representam o sistema.

As aplicagoes em que modelos de resolugao analitica sao uteis incluem, por exemplo,
a determinacao de quanto tempo um dado programa levaria para executar em uma dada
magquina, qual a capacidade de transmissao € necessaria para que uma rede de computadores
atenda uma determinada demanda, qual volume de servigcos um provedor web pode atender
com uma dada configuracao, etc.

Uma técnica para resolver tais problemas é o uso de teoria de filas, a qual explicaremos
mais adiante. Para entender como podemos extrair resultados como os indicados no para-

grafo anterior iremos trabalhar um pouco com uma ferramenta que simula aplicagoes em
filas.

3.2 Simulador de filas

O simulador que vocés usario é cortésia de Ran Shalgi [6], que forneceu uma série de métodos
escritos em Java, que podem ser executados na forma de applets, diretamente de algum
navegador. Embora sem os recursos necessarios a um simulador de filas real, esse aplicativo
é bastante visual e permite um melhor entendimento do que acontece na execucao de um
sistema de filas.

Esse simulador é composto de trés janelas. Uma que apresenta o conjunto de servidores
e filas existentes, outra com mensagens sobre o estado do sistema de filas e uma terceira
com estatisticas sobre o sistema. O controle da simulacao é feito através da janela principal,
com os botoes “Start Simulation”, “Stop Simulation” e “Redefine”, como pode ser visto na
figura 3.1.

O simulador define uma fila de atendimento e um padrio de servicos (com um ou mais
servidores). A teoria de filas trabalha exatamente na criacdo de equagdes matemadticas para
determinar o tamanho das filas, o tempo médio de espera por atendimento, o quanto que
o servidor fica ocupado, etc. Nos exemplos que serdao examinados podemos enxergar os
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Figura 3.1: Tela do simulador de filas

clientes da fila como sendo mensagens trafegando numa rede e os servidores como canais de
comunicagao em uso (ou servidores de e-mail, etc.). Na pratica, a mudanga entre um sistema
fisico (problema a ser resolvido) e outro é apenas como as equagoes serdo montadas.

Acessem a péagina http://www.dcce.ibilce.unesp.br/dleardo/cursos/fec/queue/applet.html
e executem o simulador pressionando o botao de inicio. Esperem alguns minutos (dois ou
trés) para ter uma idéia do seu andamento. Depois disso anotem os valores da janela de
estatisticas e se preparem para uma segunda execucao, exatamente com o mesmo sistema.
Executem pelo mesmo tempo e verifiquem os valores estatisticos. Compare os resultados e
discuta com os colegas.

O terceiro passo ¢é redefinir o sistema. Numa primeira tentativa use o mesmo sistema
(M/M/S) e altere apenas o nimero de clientes entrando por minuto, passando-o de 60 para
75. Execute a simulacao e veja o que ocorre.

Faga outras alteragOes, principalmente mudando o tipo de sistema (M/M/1, M/F/1,
M/U/1 e M/N/1), em que se altera o padrdo de atendimento dos servidores.

As conclusoes a serem tiradas desse experimento é que podemos usar teoria das filas para
modelar um sistema real, do qual queremos ter informagoes que nao podem ser medidas
diretamente, e que precisamos entender o que é essa tal de teoria de filas. O primeiro passo
para esse entendimento é dado a seguir.
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3.2.1 Teoria de filas

Como o préprio nome diz, teoria de filas trata de como as filas se comportam. Matematica-
mente uma fila nada mais é do que um conjunto de elementos que constantemente é alterado
pela insercao de novos elementos e pela remocao de elementos antigos, sendo que a ordem
de remogao é a mesma da inser¢ao (ou seja, o primeiro a entrar na fila é também o primeiro
a sair dela).

Como podemos, entao, definir as taxas de insercao e de remocao na fila? Essas taxas sao,
em sua maioria, ndo-deterministicas, isso é, ndo podem ser consideradas constantes (ou fixas).
Isso implica em que tais taxas sao probabilisticas, ou seja, existe uma certa probabilidade de
que clientes sejam cheguem numa dada freqeiiéncia e que os servidores demorem um certo
intervalo de tempo para atender cada cliente. Esses valores variam, entretanto, de cliente
para cliente, segundo uma dada fun¢io de distribuicdo de probabilidades (nos exemplos
vimos as func¢des normal, uniforme, exponencial e de poisson).

O problema em teoria de filas é, portanto, a identificacao de qual funcao de distribuicao
de probabilidades melhor representa as taxas de chegada e atendimento do sistema sendo
modelado. Quanto melhor for essa representacao, melhores serdao os resultados extraidos do
modelo.

O poder de abstracao de teoria de filas depende apenas da capacidade de entendimento
do analista quanto ao que o sistema é e como ele funciona. Apesar de nosso simulador
trabalhar apenas com uma fila, é perfeitamente possivel usarmos combinacoes variadas de
filas e servidores, tanto em cascata como em malha fechada (os clientes sempre voltam ao
inicio da fila).

A questao passa a ser como identificar as diferentes distribuicoes de probabilidade e qual a
matematica que torna as mesmas trataveis. Essa matemaética é o cdlculo e a identificacao das
distribuicoes depende de um bom entendimento de estatistica e do sistema a ser modelado.

3.3 Breve introducao ao calculo

Dentro do calculo existem dois operadores fundamentais, a derivada e a integral de funcgdes.
A partir desses operadores podemos resolver equacoes bastante complexas, inclusive as cha-
madas equagoes diferenciais, que sao identificadas por reunirem numa mesma expressao uma
funcao e sua derivada.

Conceito geométrico de derivada

A derivada de uma funcao pode ser entendida geometricamente como sendo a inclinacdo da
reta tangente a fungao calculada ponto a ponto, isso é, a derivada de uma funcao também é
uma funcao, mas que representa as inclinacoes das tangentes & primeira funcao. Essa nogao,
embora imprecisa e totalmente intuitiva, é bastante 1til em algumas aplicacoes da derivada,
tais como no cdlculo de pontos de méximo e/ou minimo de uma determinada funcdo. Nas
disciplinas de Célculo I e IT podem ser vistos mais detalhes e melhores conceitos do que esse,
os quais podem ser encontrados também nos bons livros de calculo, que ficam como uma
indicacao para um estudo referencial nesse topico.
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Conceito geométrico de integral

A integral, que se define matematicamente como sendo o operador inverso da derivada, tais
como multiplicacao e divisao, pode ser entendida geometricamente como sendo a area contida
entre uma dada funcao e o eixo sobre o qual estd sendo integrado, isso é, se a integracao for
em relacao a variavel x, entao o resultado diz, respeito a area contida entre a curva da funcao
e 0 eixo x. Assim como para o caso das derivadas, nao nos alongaremos nessa conceituagao
pois uma melhor oportunidade para isso ocorre dentro das disciplinas de Célculo I e II.

Equacgoes diferenciais

Essa classe de equacoes, vistas em Calculo III, nao tem uma interpretagao imediata, como
é o caso das operacoes anteriores. Mas podemos tentar apresenta-la através de um exemplo
classico da fisica de movimentos, isso é, achar a equacao de movimento de um corpo de
massa m em queda no espaco, com resisténcia do ar dada por uma constante K. Em notacao
de cédlculo temos que essa equagao pode ser tirada da seguinte forma:

F=m.a em que a aceleracao de um corpo é dada pela derivada da sua
velocidade com relacao ao tempo, ou seja,
F=m% EQ. 1

Mas também sabemos que a forga agindo sobre um corpo durante sua queda ¢ a resultante
de duas componentes, uma dada pela agao gravitacional (m.g) ¢ outra pela a¢do da resisténcia
do ar (K.v) as quais tém mesma dire¢ido porem sentidos opostos, ou seja:

F=mg—kuwv EQ. 2
Igualando EQ. 1 e EQ. 2 temos:

m.% =m.g — K EQ. 3

Podemos notar dessa equacao que a mesma apresenta a velocidade e sua derivada em dois
pontos, logo fica impossivel resolvé-la de forma tradicional pois para determinar a velocidade
temos que saber sua derivada, a qual é desconhecida e que para ser determinada precisa da
velocidade. A forma de resolver isso é através da resolucao de equacgoes diferenciais, as quais
resultam numa equacgao que representa uma familia de solugoes e nao apenas uma tnica e
bem determinada solucao. Para que a EQ. 3 tenha uma tnica solucao é necessario que se
estabelecam certas condigoes de contorno, que nada mais sao do que restri¢oes fisicas para
o problema. Por exemplo, para a EQ. 3 temos a seguinte solugao geral:

— Kt
v=Cem +%

De modo a obtermos uma solucao particular para essa equacdo temos que determinar
o valor da constante C, o que é feito através da criagdo de condigdes de contorno. Nesse
caso uma condigao de contorno tipica seria considerar a velocidade v=0m/s quando t=0s.
A determinagao de qual seria a equagao resultante fica sugerida como um bom exercicio ao
leitor.
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3.4 Algumas aplicagoes: uma descricao rapida

3.4.1 Uso de equacoes diferenciais para o controle de dispositivos
moveis

Uma aplicacao classica de equacgoes diferenciais é o controle de movimento de dispositivos

controlados por computador, em que todo o dimensionamento de trajetoéria, incluindo-se

velocidade, posicao e aceleragao, é feito através da resolucao de equacoes diferenciais nos
moldes da EQ. 3, trocando-se a resisténcia do ar pela forca de atrito, por exemplo.

3.4.2 Uso de integrais em computacao grafica

Dentro de computagao grafica uma aplicagao implicita de técnicas de integracao é o uso de
filtros baseados em equalizagao de histogramas para a melhoria de imagens. O que se faz é
procurar distribuir de forma mais constante a quantidade de pontos da imagem com cada
nivel de cinza. Com esta técnica podemos, por exemplo, tornar uma imagem com muitos
pontos escuros numa imagem em que uma parte desses pontos escuros é transformada em
pontos mais claros, através da equacao de transformacao dada a seguir.

ar) = 1 [ his)ds

Em que M é o niimero de niveis de cinza na imagem e N é o niimero de pizrels em cada
eixo da imagem (pensando em imagens quadradas).

Vale observar que nesse caso a operagao de integracao faz parte de um contexto diferente
daquele usado no controle de trajetéria, isso €, a integral foi formulada a partir de conceitos
do que é um histograma, que nada mais é do que uma ferramenta de andlise estatistica de
dados. Num histograma temos em um eixo os diferentes valores possiveis para uma varidvel
(os tons de cinza por exemplo) e no outro temos as quantidades de elementos da amostra
que possuem um dado valor (os pizels de uma imagem seriam esses elementos).

Como exemplo da aplicagdo da técnica de equalizacao de histograma podemos ver a
figura 3.2. Nessa figura temos na parte superior a imagem original, mais escura e com
um histograma que mostra que a maioria dos pizels estd em um dos extremos do eixo de
tons de cinza. Na parte inferior, apés a equalizagdo do histograma (reparem na melhor
distribuigdo de pizels ao longo do eixo) temos uma imagem mais clara e nitida. Alguns
outros exemplos, incluindo uma versdao colorida deste, podem ser vistos na péagina dessa
disciplina, em hittp://www.dcce.ibilce.unesp.br/dleardo/cursos/fcc/histogr/imagens.htmil.

3.5 Usando calculo em probabilidade e estatistica

O que veremos a seguir é a construcao de ferramentas da probabilidade e estatistica a par-
tir dos operadores de célculo integral. Isso é possivel quando fazemos o exame de alguns
principios basicos da teoria de probabilidades usando a 6tica do calculo integral. Assim,
podemos fazer a construcao de funcoes de distribuicao de probabilidades a partir da inte-
gracdo de funcoes de densidade de probabilidades, determinarmos valores médios, modas e
medianas de funcoes de densidade, etc.
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Figura 3.2: Equalizagao de histograma

Primeiro é necessario compreendermos o significado fisico dessas fungoes, isso é, o que elas
significam conceitualmente. Comecando entao pela funcdo de densidade de probabilidades
(fdp), temos que ela nos indica qual a probabilidade de ocorréncia de um certo evento dentro
de um dado espaco amostral, lembrando que o espago amostral nos da o conjunto de todos os
eventos possiveis. Assim, ao jogarmos uma moeda para o alto, a probabilidade de ocorréncia
de cara é igual a de ocorréncia de coroa, sendo ambas iguais a 1/2. Do mesmo modo, se
jogarmos dois dados, o conjunto de valores possiveis é igual a 11 ( do 2 até o 12), sendo que
nem todos os valores teriam igual probabilidade. A fdp seria uma funcao discreta com os
valores vistos na tabela 3.1.

x| 2 | 3] 45 6] 7] 89 [10]11] 12
fdp | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

Tabela 3.1: Distribuicao de probabilidades para arremesso de dois dados

A fdp também pode ser uma funcao continua, caso o seu espaco amostral seja continuo
(ou possa ser aproximado como continuo), como aparece na figura 3.3.

Ocorre, no entanto, que para muitas aplicacoes o uso da fdp nao produz informagcoes
suficientes, ou pelo menos nao nos da essas informagoes de forma direta. Um caso simples
em que isso ocorre é quando queremos saber qual a probabilidade de que ocorra um evento
maior que um conjunto de eventos. No caso dos dados poderiamos querer saber por exemplo
qual a probabilidade de ocorrer um nimero menor ou igual a seis. Nessas situacoes o que
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fdp(x)

X

Figura 3.3: Fungédo distribui¢do de probabilidades (fdp) continua

se usa é a fungao distribui¢ao de probabilidades (FDP), que nos d4 o valor cumulativo das
probabilidades de ocorréncia dos eventos quando esses estao ordenados.

A FDP pode ser calculada a partir da fdp. No caso de fdp discreta, o que se faz é o
somatorio da funcao até o ponto de cdlculo desejado. No exemplo dos dados, a FDP para
o resultado menor ou igual a seis seria entao a soma dos valores da fdp para 2, 3, 4, 5 e 6,
resultando em 15/36. No caso da fdp ser continua, esse somatoério é transformado em uma
integral, dada por:

7) = [ flu)du

em que F(z) é a FDP e f(u) é a fdp

Apenas a titulo de exemplo, a FDP da fun¢ao apresentada no grafico anterior resulta na
funcao delineada na figura 3.4.

X

Figura 3.4: Fungao densidade de probabilidades (FDP) continua

Outro fator a ser observado para a FDP é que o valor maximo da mesma é UM, indicando
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que a probabilidade de ocorréncia de algum evento é TOTAL. Isso significa que o valor da
integral dada acima, quando x for infinito, serd igual a 1. Esse resultado vai ser importante
para a definicdo de algumas medidas estatisticas que veremos a seguir.

3.5.1 Momentos e medidas

Para fazermos medidas dentro da estatistica é necessario que consideremos os momentos
“angulares”, ou pesos, que cada evento possui na medida. A férmula geral para o calculo de
um momento ¢ dada por:

E{z"} = /::o 2" f(x)dx

em que f(u) é a fdp do problema em estudo

Meédia ou esperanca:

A partir da equagao anterior sao tirados os valores de alguns momentos especiais. O primeiro
deles é a média, ou esperanca, de uma certa fdp, que é dada pelo cédlculo da equacao quando
n=1. Assim, temos:

m = E{z} = /;oo xf(r)dx

O grande problema da média é que a mesma nao leva em consideracdo a existéncia
de poucos casos com valores muito extremos, que acabam prejudicando a sensibilidade da
mesma. Além disso, existem fdp’s que, apesar de continuas e bem comportadas, nao possuem
uma meédia, por mais estranho que isso possa parecer. Um exemplo disso é a chamada
Férmula de Cauchy, que tem uma aparéncia normal, possui mediana e moda (outras duas
medidas estatisticas) mas ndo possui valor médio.

Mediana:

Uma medida que é considerada melhor do que a média é a chamada mediana, que nada
mais é do que o valor que divide a fdp em duas porcoes cujas areas tenham o mesmo valor.
Como se sabe que a area de uma funcgao é a sua integral, temos que a FDP nos da o valor
da area de uma fdp. Como, além disso, sabemos que o valor da integral de fdp, por toda a
reta, é igual a 1, temos que o calculo do ponto em que isso ocorre pode ser feito de forma
relativamente simples, bastando descobrir o valor em que ocorre:

m= E{z} = /aooxf(x)dx =1/2

Diferentemente do que ocorre com o valor médio, a mediana pode assumir valores multi-
plos, basta que a fdp nao seja bem comportada, tendo uma regido (em que estaria contida a
mediana) em que o valor da funcdo é zero. Assim, todos os pontos contidos nesse intervalo
sao candidatos a serem a mediana por dividirem a fdp em duas areas de mesmo valor. Na
figura 3.5 temos um exemplo em que isso ocorre.
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Figura 3.5: fdp com valores miltiplos de mediana

moda:

A moda de uma funcao fdp é o valor para o qual a funcao assume seu valor maximo, isso é,
a moda é um valor que representa uma tendéncia da fdp em assumir um determinado valor,
a sua moda. Matematicamente isso é definido como sendo o valor X; tal que:

f(X;) > f(Xi+e) para todo € préximo de 0

Isso nos leva até a féormula para o calculo do maximo de fungoes, na qual temos que o
valor maximo é encontrado nos pontos X; para os quais a derivada primeira da funcao se
iguala a zero, enquanto a sua derivada segunda possui um valor negativo (isso serd visto em
Calculo I). Assim, para calcularmos a moda de uma fdp basta calcularmos suas derivadas.

Assim como ocorre com o valor mediano da fdp, a moda pode assumir multiplos valores,
isso é, uma dada fdp pode ser multimodal, o que significa que a mesma possui varios valores
para os quais a fdp tende a seguir. Exemplos de funcoes multimodais podem ser encontrados
quando a fdp possui platés como um méaximo ou ainda em funcoes em que o valor maximo
se repita em momentos distintos, tal como funcoes senoidais. Na figura 3.6 temos uma fdp
para cada um desses casos.

fdp(x) fdp(x)

Figura 3.6: fdp’s com modas multiplas



CAPITULO 3. CALCULO 27

3.5.2 Momentos centrais

Os momentos centrais de uma Funcao representam outras formas de medida estatistica.
O que eles fazem é verificar como os valores da fdp variam com relacao ao valor médio
da mesma. Esse tipo de medida é bastante 1til quando queremos saber se as observacoes
feitas em um dado experimento possuem ou nao uma boa qualidade, isso é, se num dado
experimento os dados estiverem muito dispersos, entao os momentos centrais terao um valor
grande, indicando que ou a experiéncia foi mal conduzida ou que o problema nao possui um
comportamento que possa ser reproduzido através de um valor médio. A férmula geral dos
momentos centrais é dada por:

pin = E{(z —m)"} = (x —m)" f(z)dz

—00

Variancia:

Um dos momentos centrais bastante importantes é a variancia, que é o momento central de
ordem 2, ou seja, o momento central com n=2. Essa medida é usada como uma referéncia
da distancia entre cada ponto da fdp e o seu valor médio. A férmula da variancia entao é
dada por:

ol = /+oo(a: —m)?f(z)dx

—00

Desvio padrao:

O maior problema no uso da variancia é que a mesma nao possui a mesma dimensao da
média, isso €, enquanto a média é um momento de primeira ordem, a variancia é de segunda
ordem (ou quadratica). Para conseguir uma medida de primeira ordem, que tenha o mesmo
significado da variancia, calculamos o desvio padrao, que é simplesmente o valor positivo da
raiz quadrada da variancia, ou seja:

o= +/E{(x —m)?} = +Vo?

3.6 Consideracoes finais

O uso de calculo dentro da computagdo existe em diversas aplicagoes. Embora a grande
maioria delas possa, de certa forma, ser entendidas como sendo aplicagoes de cdlculo em
outras ciéncias, existem também muitas aplicagoes em que o uso das ferramentas contidas
em calculo sao fundamentais para que aplicagoes computacionais possam existir. Nesse
capitulo fizemos um rapido exame em algumas aplicagoes, dando um maior destaque para o
uso de cdlculo na construcao de ferramentas da teoria de probabilidades.

Vimos também que existem aplicacoes em que técnicas de resolucao de equagoes dife-
renciais sao utilizadas para a determinacao de trajetérias de objetos madveis controladas por
computador. Essas técnicas permitem que se resolvam problemas extremamente complexos
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de movimento, incluindo-se equacoes vetoriais de movimento. Esse trabalho é necessario para
que os objetos controlados possam ser efetivamente dominados, sem que ocorram problemas
de colisoes ou desvios de rota.

O enfoque maior em técnicas de probabilidade teve, na realidade, o objetivo secundéario
de mostrar que nem sempre aquilo que aprendemos tem uma aplicacao direta naquilo que
estaremos fazendo. Muitas vezes, como ocorre nesse caso, aquilo que estd sendo aprendido
vai ser utilizado como ferramenta basica para a construcao de outras teorias, ou seja, aqui
vimos como é que o calculo diferencial e integral é util para que possamos criar modelos
para a teoria de probabilidades, a qual, por sua vez, é que nos serve para que possamos fazer
simulagoes, analises de desempenho ou mesmo tratamento de imagens digitalizadas.

Encerrando, podemos agora ver claramente que a importancia do calculo nao se resume
simplesmente nos pontos em que o mesmo pode ser aplicado diretamente no desenvolvimento
de modelos computacionais, sendo também bastante til na construcao de outras ferramentas
matematicas, alids, essas ferramentas nao se resumem apenas em técnicas probabilisticas,
abrangendo a construg¢ao de modelos numéricos, técnicas de otimizacao, etc..



Capitulo 4

Algebra linear

Algebra linear faz parte do ferramental matematico essencial em diversas areas de aplicacao,
tais como o estudo de engenharias, de ciéncias humanas, sociais e de computacao, entre
outras.

Algebra linear é a parte da matematica voltada para o estudo de métodos para a mani-
pulacao de matrizes e vetores. Uma drea em que tem larga utilizagao é a de resolugao de
equagoes e inequagoes lineares, em que se representa as equagoes através de matrizes. Por
um ponto de vista mais geométrico estuda os espacos vetoriais, quando se descobre como
arranjos numéricos retangulares (matrizes) podem representar linhas, angulos e outros as-
pectos geométricos. O estudo das transformagoes lineares sobre matrizes mostra como certos
dados de entrada podem ser transformados em saidas para um certo sistema.

Ha diversas aplicacoes em que o respectivo modelo matematico resulta em uma matriz
quadrada que depende de parametros importantes, mas desconhecidos, cujos valores devem
ser ajustados de modo que ela passe a nao possuir inversa. Na linguagem da algebra linear,
tais parametros sao conhecidos como autovalores (eigenvalues), as matrizes nao inversiveis
sao ditas singulares e os sistemas envolvidos nesta modelagem sao conhecidos genericamente
como autosistemas (eigensystems). A titulo de ilustragdo, podemos dizer que uma clas-
se importante das aplicagoes mencionadas no inicio deste paragrafo sao as originarias do
modelagem de fenomenos oscilatérios, tais como o movimento das asas de avides quando
submetidas a diversas forcas aerodinamicas, ou como as variacoes da economia sob diversas
forcas de mercado, ou ainda como o comportamento dos inimeros componentes de circui-
tos eletronicos submetidos a diversas forcas eletromagnéticas, etc... Portanto, também é na
algebra linear que se estudam autosistemas, suas diversas decomposicoes e formas canonicas,
como ferramentas para o estudo de transformagoes lineares na modelagem do comportamento
de sistemas complexos.

Neste capitulo estudaremos uma aplicagao da dlgebra linear na andlise do modelo de um
sistema computacional hipotético. Neste estudo serao vistos apenas os conceitos essenciais
ao entendimento do exemplo proposto e, sempre que possivel, de forma bastante intuitiva.
Todos os conceitos aqui apresentados serao vistos com mais rigor e formalidade nas disciplinas
Algebra Linear, Métodos de Otimizacao I e Teoria dos Grafos, bem como seus aspectos
numéricos e computacionais na disciplina Cédlculo Numérico e, para alguns, problemas nao-
lineares em Métodos de Otimizacao II.

29
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4.1 Roteamento de pacotes em redes de computadores

Um problema interessante dentro do contexto de redes de computadores é a otimizacao de
rotas a serem seguidas pelos diversos pacotes em transito na Internet. Para se ter uma
idéia da complexidade dessa tarefa, vejam a figura 4.1, que apresenta uma configuragao
das conexoes entre os varios backbones dedicados a entidades académicas e de pesquisa dos
Estados Unidos. Se incluissemos a parte comercial da rede naquela figura ficaria dificil de
ver qualquer coisa.

Figura 4.1: Malha de conexdes da Internet académica nos EUA. Extraida de
hitp:/ /www. caida. org/tools/visualization/mapnet /Backbones

Como ja mencionado no capitulo anterior, um problema no processo de transmissao é a
identificacdo de qual a melhor rota a ser seguida por cada pacote de informagdo. La o pro-
blema era identificar como os varios servidores atenderiam tais pacotes, independentemente
dos motivos que gerassem a demanda pelo servico. Aqui o problema é determinar como
essa demanda é gerada de modo a nao criar sobrecargas nem congestionamentos ao longo
da rede, operando numa situac¢do étima (ou muito préximo dela). Esse problema faz parte
da categoria de problemas de fluxo em redes (que tem variantes nas areas de transporte,
energia elétrica, manufatura, etc.).

Para entender exatamente do que estamos tratando, considere a malha de roteadores
da Internet apresentada na figura 4.2. Para essa malha considere que temos, num dado
instante, um conjunto de pacotes a serem transmitidos definidos na tabela 4.1 e que os
tempos para envio dos pacotes é dado pela tabela 4.2, que apresenta os tempos de envio
(sem contar a espera) em cada servidor e o tempo gasto no caminho entre cada par de
servidores. Determine, entao, qual a melhor rota para cada um dos pacotes da tabela 4.1.

Que técnica vocé aplicou para tentar fazer esse roteamento? Serd que é possivel definir
uma técnica algébrica para fazer esse trabalho? Se isso for possivel entao também é possivel
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Figura 4.2: Malha de roteadores para exemplo

Roteador Pacotes
R1| Re R2 R6 RIl14
R2 | R5

R4| R6 R3 RIS
R7| R1 Rl R3
R11 | R6 R15 R2

R13 | R12
R14 | R16 R3
R15| R5 R9

Tabela 4.1: Pacotes a serem transmitidos em cada roteador. O destino de cada pacote é
dado pelo nome do roteador. A seqiiéncia de envio é a que aparece listada.

construir um algoritmo para resolver esse problema. Felizmente a resposta é positiva, sendo
que a técnica a ser utilizada vem da teoria de fluxo em redes. Assim como fizemos com teoria
de filas no capitulo anterior, resta descrever o que é fluxo em redes e qual a matematica por
trds da mesma.

4.1.1 Fluxo em redes

O conceito fundamental da determinacao de fluxo em redes é o fato de que se existem
pontos de parada na rede (seus vértices) e caminhos possiveis entre essas paradas (as arestas
de ligagao entre os vértices), entdo é possivel otimizar os fluxos entre as paradas através,
pelo menos, de busca exaustiva pela melhor solucao. Claro que o uso de busca exaustiva
inviabiliza o método, entretanto, a partir dela é possivel fazer reducoes do espaco de busca
(eliminando solugdes ruins) de modo a tornar o problema tratavel.

Todo o trabalho dentro de fluxo em redes passa a ser, portanto, tentativas de encontrar
bons algoritmos para a reducdo do espaco de busca. Dependendo da categoria do tipo de
problema a ser resolvido (sua dinamica) existem diferentes algoritmos para a determinagao
dos fluxos 6timos. No caso particular de roteamento de pacotes, um algoritmo bastante
conhecido é o de caminhos minimos proposto por Edger Dijkstra. Nesse texto nao trataremos
com mais detalhes esse algoritmo (nem outros para dizer a verdade) pois isso tomaria um
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Roteador | T;nt | R1 | R2 | R3 | R4 | R5 | R6 | R7 | R8 | R9 | R10 | R11 | R12 | R13 | R14 | R15 | R16
RI 2 _ 2 _ 1 _ _ B _ _ _ _ _ _ _ _ _
R2 2 3 B 2 B B B B 2 B B B B B B B =
R3 2 - 3 B B B B 1 _ _ _ _ _ _ _ _ _
R4 1 1 B B B 1 B B - - 5 - - B B B B
R5 1 Z Z Z P _ 3 P _ _ _ _ _ _ _ _ _
R6 2 - - - B 3 B . 2 B B B B B B B B
R7 1 B B 2 B 2 B B B - - - 1 - 1 - -
R3 1 - 3 - - - 1 . B 3 B 3 B B B B B
RO 2 B B B B B B B 1 B B B B B B B B

R10 2 B B B 2 B B . B B _ _ _ 2 _ 1 _
Ri1 1 B B B B B B . 1 B B B 2 3 B 1 B
Ri2 2 Z Z Z Z _ _ 3 _ _ _ 3 _ _ _ _ _
R13 2 B B B B B B . B B 2 1 _ _ 2 _ _
R14 2 B B B B B B 1 - - - - - 3 - 5 -
R15 1 B B B B B B . B B 3 3 _ _ 1 _ 1
R16 1 B B B B B B B B B B B B B 2 B

Tabela 4.2: Tempos de transmissao. A primeira coluna diz qual o tempo gasto internamente em
cada roteador. As demais colunas ddo os tempos para envio entre dois roteadores ligados (cada
valor indica o tempo de envio do roteador linha para o roteador coluna), sabendo-se que o tempo
de A para B pode ser diferente do tempo de B para A. Exemplo: Uma mensagem de R6 para R5
gasta 3 u.t., enquanto de R5 para R6 gasta apenas 2 u.t.

tempo que nao temos. Para os curiosos, o algoritmo de Dijkstra aparece em diversos livros,
como [4, 5, 7, 8].

Do ponto de vista do curso de computacao, o estudo de fluxo em redes é feito basicamente
nas disciplinas Teoria dos Grafos e Métodos de Otimizacao I. O vinculo dessas disciplinas
com algebra linear estd no fato de que o contetiido de ambas depende fortemente dos conceitos
de espacos vetoriais e de manipulacao de matrizes, vistos nessa disciplina. Apesar do nome,
a disciplina de Redes de Computadores aborda o tema apenas no tratamento do problema de
roteamento de pacotes, quando apresenta o algoritmo de Dijkstra e varios outros, apontando
também que, em geral, os métodos de roteamento de fato utilizados usam abordagens mais
heuristicas', evitando um consumo elevado de processamento. Nesse caso, os métodos exatos
servem para a validagdo (ou comparagao) da heuristica proposta.

4.2 Modelagem de sistemas computacionais

Outra drea em que temos a aplicacao de técnicas advindas da algebra linear é a modela-
gem de sistemas, em especial de sistemas computacionais. Antes de falarmos de sistemas
computacionais é preciso definir o que é modelagem, a qual pode ser vista como a atividade
de fazer “cépias” de um sistema real em algo que possa ser processado computacional ou
algebricamente. Essa cépia recebe o nome de modelo, sendo que os modelos podem assumir
um formato algébrico (podendo ou nao ser resolvido no computador) ou funcional (quando
precisaria ser simulado). A criagdo de modelos que sejam fiéis ao sistema é, na pritica, um
dos grandes objetivos de quem trabalha com o desenvolvimento da computagao.

Indo agora ao problema especifico de sistemas computacionais, podemos defini-los como
sendo um conjunto de equipamentos e técnicas utilizados para o processamento de dados
e informagoes. Atualmente, sua composicao mais basica é dada pela estrutura da figura
4.3, atribuida a John von Neumann e constitui-se de uma unidade central de processa-
mento (UCP), uma unidade de memdria e unidades para a entrada e a saida (E/S) dos

!Uma heuristica é uma regra (conhecimento comum) nio exata que resolve um problema de forma rela-
tivamente eficiente. Heuristicas sdo largamente usadas nas dreas de planejamento, sistemas especialistas e
reconhecimento de padroes, por exemplo
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dados/informagdes.

Pz Barramento de memtpr\t Unidade de
N | Memoria

{ > Barramento de controle e entrada/é}a

Unidade de
Entrada/Saida

Figura 4.3: Composicao basica de um sistema computacional

A UCP gerencia todo o sistema e efetua as operagoes necessarias de forma a transformar
um conjunto de dados/informacdes, submetidos aos dispositivos de entrada, em outro con-
junto de dados/informagoes tteis ao usudrio, que os espera junto aos dispositivos de saida
do sistema. Para tanto, a UCP é constituida por dois moédulos basicos: a unidade de con-
trole (que faz o gerenciamento do funcionamento de todo o sistema) e a unidade légica e
aritmética (ULA). Mais conhecida por sua sigla, a ULA é a responsavel pelas transformagoes
produzidas sobre os dados e informacoes apresentados ao sistema computacional. A UCP
comunica-se com as demais unidades do sistema por meio dos barramentos de memoria e de
controle e E/S.

A unidade (ou sistema) de meméria é composta por dispositivos para o armazenamento
eletronico de dados e informagdes. Usualmente existem niveis hierdrquicos de memoria defi-
nidos segundo a capacidade de armazenamento e a velocidade de acesso de cada dispositivo.
Os dispositivos mais comuns sao componentes de estado solido, discos e fitas magnéticos e,
mais recentemente, discos eletro-6pticos. Os componentes de estado sélido compreendem as
chamadas memdrias de acesso aleatério (RAM - Random Access Memories) e as memdrias
apenas de leitura (ROM - Read Only Memories). Os discos e fitas magnéticos sdo os dis-
positivos de E/S mais antigos, usados desde os primérdios dos computadores. Os discos
eletro-6pticos, muito populares atualmente (CD-ROMs e DVDs), tém a mesma aplicacio
dos dispositivos eletromagnéticos, usando porém a luz para a transmissao de informacoes.
A velocidade de acesso é maior nos componentes de estado sélido, enquanto a capacidade de
armazenamento ¢ maior nos dispositivos magnéticos e opticos.

A unidade de E/S consiste de dispositivos para a troca de informagdes com o ambiente
externo ao computador tais como teclados e mice (para entrada de dados), monitores de
video (atualmente utilizados tanto para entrada quanto para a saida de dados), impressoras
e plotters (para a saida de dados), bem como de seus respectivos circuitos de interfaceamento.

Para que um sistema computacional execute as transformagoes que desejamos em certos
conjuntos de dados ou de informacoes, precisamos dizer-lhe o que deve ser feito e como ele
devera executar tais atividades. O conjunto de instrucoes que indica ao sistema computa-
cional como ele deve se comportar é descrito em um programa de computador. Uma vez
escrito e corrigido, o programa pode ser simplesmente armazenado em um disco ou em outro
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tipo de meméria disponivel no sistema ou pode ser submetido para execucao pela maquina.
Quando um programa estd sendo executado pelo sistema computacional ele é chamado de
processo, ou seja, um processo ¢ um conjunto de atividades que ocorre dentro de um sis-
tema computacional. Quando sistema computacional pode executar mais de um processo,
concorrentemente, dizemos que o sistema ¢ multitarefas ou multiprocessado. Esse é o caso
dos sistemas modernos, como UNIX, VMS, NT e MacOS.

Os equipamentos disponiveis ao sistema para a execucao dos processos, tais como dispo-
sitivos de entrada e saida de dados e informacdes, sdo chamados genericamente de recursos
do sistema e, normalmente, podem ser compartilhados pelos varios processos que estiverem
executando no sistema. Entretanto, para que nao haja interferéncia de um processo no outro,
é necessario que o sistema estabeleca certas regras de funcionamento. Por exemplo, se tiver-
mos duas pessoas utilizando editores de texto em um sistema, entao cada cépia do editor é
um processo distinto do ponto de vista do sistema computacional. Imaginemos que o sistema
dispoe de uma tnica impressora e que os dois usuarios terminaram de digitar seus textos
e que ambos desejam imprimi-los. Se o sistema nao impuser qualquer restricio quanto ao
uso da impressora, corremos o risco dos dois processos tentarem imprimir simultaneamente
e obterem acesso tnica impressora. A saida pode ser desastrosa, como vemos na figura 4.4.

Um gato entrou
na panela do fogao

Um gato entrou na panela do fogao tem um caldo que foi
no quarto e pegou tem um caldo que fo nolqugrto € pegou
_ ) salgado
o chinelo do rei salgado o chinelo do rei
Texto do usuario 1 Texto do usuario 2 Texto gerado na
Impressora

Figura 4.4: Problemas no tratamento de concorréncia por recursos

Para contornar este tipo de problema os sistemas computacionais restringem o acesso a
seus recursos, de acordo com certas politicas de uso. Em nosso exemplo, uma politica seria
a concessao da impressora a apenas um dos processos, fazendo com que o outro espere o
primeiro terminar sua impressao para, somente apés, dar-lhe o acesso ao recurso desejado.
Todavia, talvez o processo que ganhou acesso a impressora primeiro seja de um usuario que
estd imprimindo uma versiao de um longo relatério de atividades (500 paginas) a ser entregue
dentro de 30 dias e o que ficou esperando seja o de um usuario que precisa imprimir uma
solicitagao (de meia pégina) para o reparo na rede elétrica do laboratério a ser entregue dentro
de 30 minutos ao setor de manutencao para que o laboratdrio possa continuar funcionando
durante o periodo noturno. Evidentemente esta é uma situacao bastante improvavel, mas
ilustrativa do tipo de andlise que se deve fazer ao planejar um sistema. Deveriamos comprar
outra impressora para ser usada somente em casos urgentes? Ou deveriamos fazer com
que o usudrio pudesse submeter seu processo urgente com precedéncia sobre os demais?
Neste caso, o que aconteceria se o segundo usudrio chegasse depois do primeiro comecar
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a imprimir seu relatério? Ou devemos simplesmente fechar o laboratério durante a noite?
Para que possamos estudar tais possibilidades costumamos fazer modelos dos sistemas em
desenvolvimento e estudar as diversas alternativas e suas conseqiiéncias antes de construi-los.
Este estudo técnico através da modelagem e da simulagao dos sistemas é importante tanto
do ponto de vista econdomico, para que nao se desperdice dinheiro com opcoes de compra
erradas, quanto do ponto de vista de eficiéncia, uma vez que com determinadas opcoes
podemos obter um desempenho do sistema melhor do que com outras opcoes. O objetivo
desta se¢ao é mostrar um exemplo de como a algebra linear pode auxiliar-nos nestas tarefas.

4.2.1 Modelo de um sistema computacional

Admitamos a existéncia de um conjunto de processos, os quais compartilham o uso de um
conjunto de recursos do sistema. H& dois tipos de processos (dois editores de texto e trés
programas para a edi¢do de desenhos) e trés tipos de recursos compartilhados (um disco
rigido, trés impressoras laser e dois plotters). Chamemos os processos de proc-p e proc-q e os
recursos de rec-r, rec-s e rec-t, respectivamente. Cada processo é ciclico e durante as etapas
de seu ciclo necessita de acesso exclusivo a diversos subconjuntos dos recursos disponiveis
no sistema. As necessidades dos processos sao apresentadas na figura 4.5.

tres proc-q——=

nenhum ) <—— dois proc—p
e O
um 's
um
um 't

doisD
2>

Total de recursos:

um rec—r
tres rec—s
dois rec—t

Figura 4.5: Estados dos processos no sistema de alocacao de recursos

Podemos ver que os proc-p podem assumir quatro estados diferentes. No primeiro estado
nao necessita de qualquer recurso do sistema. No segundo estado sao necessarios dois recursos
do tipo rec-s, e assim por diante. Analogamente, proc-q tém cinco estados diferentes e,
para cada um desses estados o correspondente subconjunto de recursos necessarios esta
especificado. Ao todo, o sistema contém dois proc-p, trés proc-q, um rec-r, trés rec-s e dois
rec-t. As duas setas indicam que todos os processos iniciam nos estados no topo do diagrama.

Na figura 4.5 especificamos as demandas dos processos descrevendo os seus estados possi-
veis. Alternativamente, poderiamos especificar as demandas descrevendo as acoes possiveis,
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como mostrado na figura 4.6. Neste caso, as duas setas indicam que os processos iniciam
sua operacao executando uma das agoes no topo do diagrama.

Processos proc—p Processos proc
tres proc—-g——=| pegaum’r
e um's
ega i —
Pe9%, | =<<— dois proc—p
pega,
m's
ega
ul?n gt
devo’I\{e
um-r
ega
urr)n g'[
ega
q | uFr)n gt
evolve
todos Total de recursos:
um rec—r devolve
tres rec—s todos
dois rec—t

Figura 4.6: Acgoes dos processos no sistema de alocagao de recursos

A especificacao da figura 4.5 é orientada a estados porque ela dd uma descricao explicita
dos estados possiveis. As acgoes possiveis, necessarias para a ocorréncia das mudancas de
estados, sdo descritas apenas implicitamente (elas podem ser deduzidas dos estados). Em
contraste, a especificacdo da figura 4.6 é orientada a acdes porque ela dd4 uma descri¢dao
explicita das agoes possiveis. Os estados possiveis - 0s quais ocorrem entre as acoes - sao
descritos apenas implicitamente (eles podem ser deduzidos das agdes). De fato, elas sao
equivalentes, isto é, as mesmas informacoes podem ser deduzidas de qualquer uma das duas
figuras.

4.2.2 Modelos usando redes de Petri

Embora equivalentes, os diagramas das figuras 4.5 e 4.6 podem ser combinados em um tinico
diagrama. Uma das formas de se fazer isso é através de uma notagao conhecida por rede
de Petri do tipo lugar-transi¢io. Uma rede de Petri nada mais é do que um grafo (uma
primeira visao do conceito de grafos serd dada provavelmente na disciplina de Estrutura de
Dados) dirigido e bipartido, em que um conjunto de vértices representa os estados possiveis
do sistema e o outro conjunto representa as acoes apliciaveis ao mesmo (o grafo é bipartido
por ter dois conjuntos disjuntos de vértices). Os dois conjuntos sao interligados por arestas
que tém inicio e fim, isso é, comeg¢am em um vértice e terminam em outro. No caso de grafos
bipartidos essas arestas sempre ligam vértices em conjuntos opostos. O grafo da figura 4.7
mostra a rede de Petri equivalente aos diagramas anteriormente apresentados.

Os estados do sistema de alocagao de recursos sao indicados por meio de elipses, chamadas
de lugares. Ha doze lugares diferentes. Trés dos lugares representam a disponibilidade dos
trés tipos de recursos do sistema (R, S e T). Quatro dos lugares representam os quatro estados
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Processos
proc—q
processos proc—p @0 @ Aq
T1q
BpCe @O
C_ >Bq
2 R
@ T2q
Cp_ O
/< eq
<XX»
T3q
Dp D T
/> @D C_ >Dq
T4p
T4q
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Figura 4.7: Sistema de alocacao de recursos descrito por uma rede de Petri.

possiveis dos proc-p (Bp, Cp, Dp e Ep), enquanto os cinco lugares restantes representam os
estados pelos quais os proc-q podem passar (Aq, Bq, Cq, Dq e Eq). Os nomes dos lugares nao
tém qualquer significado formal, mas sao de grande importancia pratica para a legibilidade
do grafo, além de tornarem mais facil a referéncia a cada um dos lugares. O uso de nomes
significativos para os lugares é andlogo ao uso de nomes bem escolhidos para varidveis e
procedimentos em programas escritos em linguagens de programacao tradicionais, tais como
a PASCAL e a C.

Cada lugar pode conter um niimero variavel dinamicamente de pequenos pontos pretos,
chamados de marcas. Uma distribuicao de marcas nos lugares é dita uma marcacao do
grafo. Na figura 4.7 temos a distribuicao inicial de marcas nos lugares, a qual é chamada
de marcacao inicial e é representada por My. As duas marcas em Bp dizem que ha dois
proc-p e que ambos comecam no lugar Bp. Analogamente, ha trés proc-q e todos iniciam
no lugar Aq. As marcas nos lugares R, S e T mostram-nos o nimero de recursos disponiveis
no sistema e seu respectivo tipo.

As acOes no sistema de alocagdo de recursos sao representadas por retangulos, os quais
sao chamados de transicoes, na linguagem grafica que estamos utilizando. Alids, este é o
motivo pelo qual o grafo apresentado na figura 4.7 é dito uma rede do tipo lugar-transicao,
isto é, porque os estados do sistema sao representados por lugares e as a¢oes por transicoes.
Neste grafo ha nove transicoes diferentes. Quatro representam as agoes possiveis para os
proc-p (T2p, T3p, T4dp e T5p), enquanto as demais cinco representam as agoes dos proc-q
(T1q, T2q, T3q, T4q e T5q). Como no caso dos lugares, os nomes das transi¢oes nio tém
significado formal, mas tém importancia pratica equivalente. Referimo-nos coletivamente
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aos lugares e as transigoes das redes de Petri como nés (uma vez que ambos correspondem
aos nés do grafo subjacente).

A rede lugar-transicio também contém um conjunto de arcos direcionados, os quais
conectam lugares a transi¢oes ou vice-versa, mas nunca nos de mesmo tipo entre si. A cada
no deve ser associado um numero inteiro positivo, dito expressao do arco. Convencionou-se
que quando esta expressao tem valor unitario ela é omitida.

Um n6 x é dito de entrada de outro né y, sse existe um arco dirigido de x para y (o termo
sse é uma forma sincopada para a expressdo “se e somente se”). Analogamente, um né x é
dito de saida de outro né y, sse existe um arco dirigido de y para x. Na terminologia de redes
de Petri podemos falar em lugares, em transicoes e em arcos, de entrada e de saida. Por
exemplo, a transicao T2p tem dois arcos de entrada, conectando-a aos lugares de entrada
Bp e S, e um arco de saida, conectando-a ao lugar de saida Cp. Analogamente, o lugar S
tem dois arcos de entrada, conectando-o com as transicées de entrada Top e ThHq, e tem trés
arcos de saida, conectando-o com as transicoes de saida T2p, T1lq e T2q.

Até o momento vimos os aspectos sintaticos das redes de Petri lugar-transicao, vejamos
agora seus aspectos semanticos, ou seja, o comportamento destes grafos. Uma rede lugar-
transicao pode ser vista como um tabuleiro de um jogo em que as marcas sao as pecas do jogo
e s6 podem ser posicionadas nos lugares da rede. Cada transi¢ao representa um movimento
potencial neste jogo, o qual passaremos a denominar de jogo de Petri. Um movimento é
possivel sse cada lugar de entrada de determinada transi¢ao contiver pelo menos o niimero de
marcas prescrito no arco de entrada que liga o lugar correspondente a transicao em questao.
Se isto ocorrer dizemos que a transi¢ao estd habilitada. Na marcagao inicial, mostrada na
figura 4.7, a transicao T2p estd habilitada porque ha pelo menos uma marca no lugar Bp e
duas em S. A transi¢ao T1lq também estd habilitada porque ha pelo menos uma marca em
cada um dos lugares Aq, R e S. Todas as outras transi¢coes estao desabilitadas porque ha
menos marcas do que as necessarias em pelo menos um dos seus lugares de entrada. Usamos
uma linha mais grossa para indicar que as transi¢oes T2p e T1q estao habilitadas.

Quando uma transicao esta habilitada a movimentagao correspondente pode ser executa-
da. Quando isto acontece dizemos que a transicao ocorreu, ou que ela foi disparada. O efeito
da ocorréncia de uma transicao é a remoc¢ao de marcas dos lugares de entradas e a criacao
de novas marcas nos lugares de saida da transicao. O nimero de marcas removidas/criadas
é especificada pela expressao dos arcos de entrada/saida correspondentes. Por exemplo, a
ocorréncia da transi¢do T2p transforma a marcagio inicial M, (figura 4.7) na marcacdo M1,
mostrada na figura 4.8. Formalmente, estas transformagoes correspondem a destruicao de
um certo nimero de marcas dos lugares de entrada da transi¢do (como ja dissemos, nimero
este correspondente aos valores das expressoes dos respectivos arcos de entrada) e a produgao
de marcas completamente novas nos lugares de saida (como também ja dissemos, estas em
nimero correspondente aos valores das expressoes dos respectivos arcos de saida). Portanto,
formalmente ndo hd qualquer relacdo entre as marcas removidas de um lugar de entrada
qualquer com aquelas criadas em algum lugar de saida. Apenas nossa interpretacdo intui-
tiva do modelo do sistema que estamos representando permite que imaginemos, em certas
circunstancias, que determinadas marcas se comportem como que fluindo através dos lugares
da rede.

Analogamente, a ocorréncia de T1q transformaria a marcagao My na marcagao M2. Neste
caso: retiramos uma marca do lugar R, outra do lugar S e outra do lugar Aq; criamos uma
nova marca no lugar Bq; a transicao T1q torna-se desabilitada; e a transicao T2q passa a
condigao de habilitada. O restante do grafo permanece como na figura 4.7. Dizemos que
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Figura 4.8: Grafo da rede de Petri apés a ocorréncia de T2p

ambas as marcagoes, M1 e M2, sao diretamente alcancaveis de My - pela ocorréncia de T2p
e T1q, respectivamente.

Na marcacao M1 (figura 4.8) ambas as transi¢coes T3p e T1q estdo habilitadas, como
indicado pelos retangulos com trago mais grosso. A ocorréncia de T3p resulta em uma mar-
cacao, a qual podemos chamar de M3, diretamente alcancavel de M1, mas apenas alcancavel
de My - pela ocorréncia de T2p seguida da ocorréncia de T3p.

Vimos que, em M, tanto a transicao T2p quanto a transicao T1q estao habilitadas. Isto
significa que cada uma delas pode ocorrer. Além do mais, no lugar S, compartilhado pelas
duas transicoes, hd marcas suficientes para que cada uma delas utilize o nimero de marcas
necessarios ao seu disparo, sem a necessidade de disputa com a outra. Neste caso, dizemos
que as transicoes T2p e T1q estao habilitadas concorrentemente em M. Isto significa que
ambas as transi¢oes podem ocorrer ao mesmo tempo, ou em paralelo. Também podemos
dizer que o passo S1=T2p, T1q esta habilitado em M,. Portanto, duas ou mais transi¢oes
sao habilitadas concorrentemente sse forem independentes entre si, isto é, se puderem operar
sobre conjuntos disjuntos de marcas. Por exemplo, enquanto as transicoes T2p e T1q estao
habilitadas concorrentemente em M, as transicoes T2p e T2q, apesar de estarem ambas
(individualmente) habilitadas em M2, ndo sendo independentes, nao estao habilitadas con-
correntemente nesta marcacdo, pois a ocorréncia de uma desabilita a outra, uma vez que
devem compartilhar os dois recursos remanescentes no lugar S.
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4.2.3 Descricao matricial do modelo do sistema

Toda a discussao feita até aqui parte de uma representacao conceitual do sistema. A questao
que fica é como podemos extrapolar a andlise de um sistema como o representado nas figuras
4.5, 4.6 e 4.7 para qualquer momento de sua execucao? A resposta vem da algebra linear, mais
precisamente do tratamento vetorial de matrizes. Esse tratamento, alids, é a fundamentagao
tedrica que alimenta as redes de Petri. Nos proximos paragrafos apresentaremos como é a
representacao matricial das redes de Petri e como é que operadores vetoriais apresentam
respostas sobre o funcionamento de um sistema modelado através de tais redes.

Podemos representar uma rede de Petri através de duas matrizes, D- e D+, que repre-
sentam as funcgoes de entrada e saida dos conjuntos de nés. Cada matriz tem m linhas,
uma para cada transi¢do, e n colunas, uma para cada lugar da rede. As matrizes D- e D+
representam, respectivamente, as fun¢oes de entrada das transicoes e as fun¢oes de saida das
transicoes. As fungoes de entrada e saida podem ser definidas como mapeamentos dos arcos
ligando os lugares e transicoes da rede de Petri.

Formalmente, definimos por fun¢ao de entrada de uma transicao ¢; o mapeamento desta
transi¢do em uma colecdo de lugares I(t;), ditos lugares de entrada da transi¢do, os quais
podem ser caracterizados graficamente como aqueles com arcos originarios no lugar p; € I(t;)
e com término na transicao ¢;. Da mesma forma, definimos por fun¢do de saida de uma
transi¢do ¢; o mapeamento desta transicdo em uma colecao de lugares O(t;), ditos lugares
de saida da transicao, os quais podem ser caracterizados graficamente como aqueles com
arcos origindrios na transicao ¢; e com término nos lugares p; € O(t;).

Assim, podemos definir a matriz D- como sendo D-[j,i] = # (p;, I(¢;)) e a matriz D+ por
D+[j,i] = # (pi, O(t;)). Em ambas as expressdes o simbolo # representa o valor da expressao
do arco ligando p; com ¢;.

Habilitacao de uma transicao

Como dissemos, a notacao matricial permite que sejam verificadas certas condi¢coes em um
modelo em rede de Petri de um sistema. Tais verificagoes sao possiveis gracas a operacoes
sobre com vetores sobre essas matrizes. Em particular, a verificacdo da habilitacdo ou nao
de uma transi¢do pode ser feita através do vetor e[j], unitdrio de m componentes, dos quais
m-1 sdo nulos, exceto o j-ésimo elemento. A transigao t; é representada pelo vetor efj].
Entao uma transicao t; estard habilitada em uma marcacao p se u > e[j].D— e o resultado
do disparo da transi¢ao t; na marcagao yu é:

6(p, t;) = p—elj].D — +e[j].D+ = p+elj].(=D — +D+) = p+e[j].D, em que definimos
a matriz composta D = D+ - D-.

Seqiiéncia de disparos

Uma seqiiéncia de disparos nada mais é do que uma série de transicoes que sao disparadas
para simular a execucao do sistema. Entao, podemos definir uma seqiiéncia o de disparos
das transicoes tits - - - t, como:
5(Ha U) = 6(1% tity--- tk)
d(p,0) = p+eljr].D+elja].D+---+eljx].D
= p+ (e[ji] +eljo] +---+elik]).D
= p+ f(0).D
Na equacao anterior o vetor f(o) = e[j1]+e[ja]+- - -+e[jk] é chamado de vetor de disparos
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da seqiiéncia tits - - - t; e seu i-ésimo elemento, f(o); corresponde ao niimero de vezes que a
transicao t; dispara na seqiiéncia o. Portanto, o vetor de disparos é um vetor de nimeros
inteiros e nao negativos.

Exemplo

Utilizando os conceitos aqui apresentados, o grafo da figura 4.7 pode ser descrito pelas
seguintes matrizes de entrada, D-, e de saida, D+, apresentadas na tabela 4.3.

7Bp CpDpEp R S T Aq Bg Cq Dqg Ec; 7Bp CpDpEpR S T Aq Bqg Cq Dq E(i

T2p| 10 0 0 02 00 0 O0O0TDO T2p| 01 0 0 0O OO OO OOO O

T3p| 01 0 OO O1 0OO0OTO0OTDO T3p| 00 1 0 0O OO OOOOD O

T4p| 00 1 0 0O 0O 1 0 O O O O T4p| 00 0 1 0 0 O OO O OO

T5p| 00 0 1 0 0 O OO O OO T5p| 10 0 0 02 2 00O OO
D-=T1lg{ 00 0 0 1 1 0 1 0 O O O D+ =T1lg| 00 0 0O 0 O 0O O1 00O
T29q 00 0 0 0 1 0 0 1 0 O O T2q 00 0 0 0 0 0 0 0O 1 0 O

T3g 00 0 0 0 OO OO 10O T3q 00 0 01 0 0O OO O 10O

T4g| 00 0 0O 0O O1 00O O 1 O T4q 00 0O 0 O 0 O 0O O O 01
5| 00 0 0 0 0 0 0 0 O 0O 1| T5 ¢ 00 0 0 0 2 1 1 0 0 0 O

Tabela 4.3: Matrizes de entrada, D-, e de saida, D+, para o sistema exemplo

A marcagdo inicial (Mp) do sistema é descrita por um vetor, obtido a partir da figura 4.7,
no qual cada entrada corresponde ao niimero de processos ou recursos existentes em cada
um dos estados locais possiveis ao sistema:

My =|Bp Cp Dp Ep R S T Aq Bq Cq Dq Eq
2 0 0 0 132 3 0 0 0 O

A combinacao das matrizes de entrada e de saida formam a matriz de trabalho, D = D+
- D-, que esta representada na tabela 4.4.

Bp cp Dp Ep R S T Aq Bg Cq Dg Eq
Top|-1 1 O 0 2 0 0 0 0 0 O
T3p| 0 -1 1 0 1 0 0 0 0 0
Tapl 0 0 -1 1 o0 1 0 0 0 0 0O
TSl 0 0 0 -1 o0 2 0 0 0 0 0
D=D+-D-= Tlq0 0 0 0O -1 -1 0 -1 1 0 0 0
T29/ 0 0o 0o o o0 -1 0o -1 1 0 0
T30 o o o o 00 o0 -1 1 0
Taglo 0 o o o 1 0 0 -1 1
TsSql0 0 0 0 0 101 0 -1

Tabela 4.4: Matriz D = D+ - D-, para o sistema exemplo

Finalmente, o disparo de cada uma das transi¢oes é representado por um vetor unitario
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e[j/, como definido anteriormente. Este vetor tem todos os elementos nulos, exceto aqueles
que representam a transigdo que deve disparar (a acdo que deve ocorrer). Por exemplo, se em
determinado instante quisermos disparar uma vez a transicao 7'1g, teriamos que descrever
esta acao pelo vetor:

elTlq] =|T2p T3p T4p Tdp Tlq T2q T3q T4q Thq
0 0 0 0 1 0 0 0 0

Além disto, o valor do elemento corresponde ao niimero de vezes que determinada tran-
sicao dispara. Por exemplo, se quiséssemos disparar uma seqiiéncia ¢ incluindo duas vezes
a transicao T4p, uma vez a transicao T2q e trés vezes a transicao T3q, nao necessariamente
nesta ordem, o vetor e[o] usado para representar esta seqiiéncia de disparos no nosso sistema
computacional hipotético seria dado por:

elo] =|T2p T3p Tdp Tbdp Tlq T2q T3q T4q Tbq
0 0 2 0 0 1 3 0 0

Com isto, temos o sistema da figura 4.7 descrito matricialmente. Na secdao seguinte
usaremos estas matrizes para exemplificar o método de anéalise do grafo que representa nosso
sistema computacional hipotético.

4.2.4 Analise do modelo

O conjunto de matrizes e vetores descritos na secao anterior podem ser usados para diversos
tipos de andlise sobre o sistema computacional. Inicialmente, vejamos como verificar se a
acao T1lq pode ser executada a partir do estado inicial do sistema. Para tanto, devemos ve-
rificar se My > e[T1q] . D-. Utilizando as matrizes mostradas na se¢io anterior, executamos
a multiplicacdo e/T1q/ . D- e obtemos o vetor [0 0001101000 0]. Comparando ca-
da elemento deste vetor com os respectivos elementos do vetor My, também apresentado na
se¢ao anterior, chegamos a conclusao que todos os elementos de My sao maiores ou iguais aos
elementos correspondentes em e[T1q] . D- e que, portanto, a transi¢do T1q estd habilitada
na marcacao inicial.

Isto significa que, no inicio do funcionamento de nosso sistema computacional hipotético,
um dos processos ¢ pode executar sua primeira atividade, a qual necessita de um disco rigido
(recurso R) e de uma impressora (recurso S). Significa, também, que ambos os recursos
mencionados estao disponiveis quando o sistema comeca a funcionar. O resultado desta
execucao € um novo estado para o sistema, o qual chamaremos de M; e que pode ser previsto
através da seguinte equagdo matricial: M; = My + e[T1q] . D. Novamente, utilizando as
matrizes apresentadas na secao anterior, fazemos as operagoes necessarias e obtemos o estado
resultante:

My =|Bp Cp Dp Ep R S T Aq Bq Cq Dq FEgq
2 0 0 0 022 2 1 0 0 o0

Esta marcacao nos mostra que temos os dois processos p ainda no estado inicial Bp, que
o disco e uma das impressoras, inicialmente disponiveis, estao sendo utilizados por um dos
processos ¢, o qual passou do estado Aq ao estado Bq, e que os outros dois processos ¢
permanecem no estado Aq.
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Perguntamos agora se é possivel executar dois processos ¢ simultaneamente a partir do
estado inicial do sistema? Isto equivale a perguntar se é possivel disparar a transicao T1lq
duas vezes seguidas, a partir da marcagao My. O que significa que devemos determinar se
My > f(0).D—, com o0 =T1q.T1lge f(c)=[000020000 ]

Para responder a esta questao, inicialmente multiplicamos f(o).D— , o que resulta no
vetor [0 0002202000 0]. Comparando este vetor com My vemos que o quinto
elemento de My (el5) é menor que o elemento correspondente do produto f(o).D—, ou
seja, ME® = 1 < (f(0).D—)*® = 2. Portanto, nio é possivel executar dois processos g,
simultaneamente, a partir do estado inicial do sistema, pois, como a quinta posicao de M
representa o recurso R, ambos os processos precisam acessar o tunico disco existente no
sistema e isto nao pode ser feito simultaneamente. Isto indica ao projetista do sistema que,
ou ele tolera a execu¢do de um processo ¢ por vez, ou ele deve comprar outro disco para o
sistema.

Um segundo tipo de andlise que se pode fazer é procurar saber se uma determinada
seqiiéncia de agoes pode ser executada. Vejamos se a seqiiéncia o = T2p T1q T2q pode ser
executada, a partir do estado inicial do sistema. Desse modo o vetor de disparos fica sendo
flo)=[100011000], 0quetorna f(6)D—=[100014011000 |]. Comparando
com a marcagao inicial vemos que M{® = 3 < (f(0).D—)%® = 4, 0 que indica que faltam
impressoras no nosso sistema para executar a seqiiéncia o de agoes. Também vemos que
M =0 < (f(0).D—)* =1 o que indica que a agao T1lq deveria ter sido executada, pelo
menos uma vez. Na verdade, isto nao indica que a seqiiéncia nao pode ser executada, ja que
a atividade T1q faz parte da seqiiéncia. Entretanto, indica que as acoes de ¢ nao podem ser
executadas simultaneamente.

Uma consideracao a ser feita, com relagao a estas andlises, é que, ao contrario do que
vimos até agora, nao precisamos analisar as atividades do sistema sempre em relacao ao
seu estado inicial, My. Por exemplo, pode interessar-nos saber se a atividade T4p pode
ser executada a partir de um estado M, dado por [1 01000121000 ] Para
tanto, devemos verificar se M, > e[T4p|.D—. Fazendo o produto de e[T4p] pela matriz D-
obtemos o vetor [0 0 1 0001000 00]. Comparando este vetor com M, vemos que
M, > e[T4p].D—. Portanto, a atividade T4p pode ser executada a partir do estado global
M,. O estado resultante da execucao desta atividade serd dado por M, 1 = M, + e[T4p].D.
Ao realizarmos essas operagoes obtemos My.; =[1 00100021000 ]. Quando isto
ocorre dizemos que o estado M, é transformado no estado M, ; pela execugao da atividade
T4p.

Como exercicio, sugerimos que o aluno procure analisar outras alternativas de percorri-
mento do grafo, executando os procedimentos algébricos necessarios e tentando relaciona-los
com seu significado no sistema computacional hipotético.

4.3 Consideracoes finais

Os casos examinados nesse capitulo sao apenas dois exemplos de aplicacao de algebra linear
em computacao. No tultimo exemplo temos uma aplicacao de amplo uso em modelagem
e verificagdo de sistemas, principalmente sistemas complexos que envolvam problemas de
concorréncia por recursos ou necessidade de sincronismo entre agentes computacionais, sendo
portanto usada para se fazer computacao. Ja o primeiro deles, fluxo em grafos, envolve
mais a aplicacao de técnicas de otimizagao vindas da dlgebra linear para a solugao de um
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problema economico. Isso significa que, embora o exemplo utilizado fosse computacional, as
mesmas técnicas podem ser aplicadas a uma grande gama de outros problemas.

Na pratica, o uso de dlgebra linear em otimizacao leva a sua utilizacdo em problemas
economicos, politicos, sociais e cientificos sempre que houver necessidade de maximizarmos,
ou minimizarmos, os valores ou os efeitos de certos parametros para otimizar algum as-
pecto de determinada atividade. Esta drea é genericamente conhecida como programacao
matemadtica e tem como uma de suas principais subclasses a programacao linear, na qual
aplicam-se métodos matriciais para a solucao de problemas envolvendo apenas equacgoes line-
ares e desigualdades. Véarias dessas aplicagoes serao apresentadas ao aluno no decorrer do seu
curso de graduacao, outras serao encontradas somente durante a vida profissional ou em cur-
sos de pés-graduagao. Para que o futuro profissional possa escolher corretamente os métodos
mais apropriados a cada aplicacdo é extremamente importante um bom conhecimento das
possibilidades e limitacoes de cada ferramenta matematica disponivel.



Capitulo 5

Matematica discreta

Uma das disciplinas da area de matemadtica com mais importancia dentro do atual curriculo
é a de Aspectos Formais da Computagao, ministrada no segundo semestre do curso e que tem
como tema principal o estudo de matematica discreta. No préximo curriculo essa disciplina
deve ser desmembrada em outras duas, que sao Logica Matematica e Elementos de Algebra.

Nesse capitulo trataremos do conteiudo de matematica discreta ja fazendo a distincao
entre logica e agebra, o que é previsto para o préximo curriculo. Nas proximas paginas
iniciaremos nosso estudo de logica matematica e, ao final do capitulo trabalharemos com a
algebra.

5.1 Construcao de programas corretos

Mantendo o formato adotado nos capitulos anteriores, é preciso primeiro identificar um
problema da computacao cuja resolucao ou é facilitada ou apenas é possivel com essa parte
da matematica. Aqui trabalharemos com a verificagdo da correcao de um dado programa.
Os programas que vocés escreveram até o momento sao bastante simples, sem nenhum
ponto realmente complexo a ser tratado. No capitulo anterior foi examinado o exemplo
de um sistema computacional em que se tinha que controlar a disputa por recursos do
sistema entre varios processos. Esse tipo de problema é tratado dentro da programacao
concorrente e, tem como dificuldade inerente o trabalho de se verificar se um conjunto de
programas concorrentes esta ou nao corretamente programado. E exatamente esse problema
que trataremos inicialmente aqui.

Para termos um problema para trabalhar, tentem especificar todos os programas que
seriam necessarios para fazer o controle de um avido de grande porte (seu piloto automético),
de forma a que o mesmo pudesse voar mesmo na auséncia de um piloto. Facam uma lista de
todos os controles (velocidade, altitude, dire¢ao, temperatura da cabine, freio aerodinamico,
flaps, etc.) e todos os sensores envolvidos. Considerem que cada controle e sensor terd um
programa escrito para a sua manipulacao e que todos esses programas terdo que se comunicar
e trocar informacdes, de modo a realizar suas tarefas com sucesso. Contabilizem quantos
programas teriam e quantos pontos de interagao devem existir. Facam isso antes de continuar
a leitura desse texto.

45
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Definir quais programas (que chamaremos processos daqui por diante) estao envolvidos no
controle do avidao e como eles devem se relacionar é uma tarefa trabalhosa porém dependente
do grau de detalhes que iremos colocar no controle. Embora trabalhosa, essa atividade é
perfeitamente factivel e deve gerar modelos bastante precisos do controle. O problema nosso
¢ a implementacao computacional desses processos todos de forma a garantir que, indepen-
dentemente da velocidade de execucao dos varios processadores a bordo e da frequiéncia em
que as informagoes sobre sensores sao disponibilizadas e em que as agoes sobre os atuadores
sao realizadas, nosso aviao vai voar e chegar ao destino de forma correta e sem sobressaltos.

Imaginem, por exemplo, que um dos processos controla o angulo do aviao em relagao a
direcao pretendida de voo!. Suponham que esse processo recebe informacoes de dois outros
processos, um que calcula o angulo necessario a partir de dados sobre ventos e outro que
determina a diferenca entre o angulo atual e o necessario. A partir dessas informagoes esse
processo determina quanto deve ser corrigida a posi¢ao do avido e faz essa operagao.

Suponham agora que o processo que determina a diferenca entre os angulos atual e
necessario, por alguma razao, deixa de atualizar essa informagao por alguns segundos. O
processo que faz a atuacao sobre a posi¢cao do aviao vai considerar que deve corrigir essa
posicao a cada vez que for executado e, fazé-la de fato. Com isso, apds algumas correcoes
de posicao o aviao estaria consideravelmente fora de sua rota, criando, possivelmente, uma
situacao de grande risco para os passageiros.

Para evitar esse tipo de situacao, todos os processos atuando no controle do aviao devem
ser escritos segundo restrigcoes da programacao concorrente. O problema entao passa a
ser como verificar se uma colegao de algumas dezenas ou mesmo centenas de processos
concorrentes estao interagindo de forma correta, ou seja, realizam suas agoes apenas quando
elas fizerem sentido (no exemplo dado ndo adianta corrigir a rota se a informagcao sobre o
erro nao for atualizada). A questdo entdo é como verificar se os mesmos estao corretos.

A engenharia de software disponibiliza uma série de ferramentas de teste de software,
que podem ser facilmente utilizadas nesses casos. Infelizmente, a engenharia de software
também afirma que teste de software pode apenas garantir que o programa funciona para
os casos testados, nunca afirmando que o mesmo estaria totalmente livre de falhas. Esse
procedimento ¢ valido para um grande nimero de aplicagoes, na realidade para todas em
que nao exista um grande risco para a vida humana. Nesses casos o procedimento de garantia
de que o processo funciona tem que ser mais afirmativo, chegando na pratica a demonstrar
matematicamente que os processos estao corretos.

A prova da correcao de um processo pode ser feita de duas maneiras. Na primeira
delas parte-se dos processos prontos e aplica-se uma série de teoremas e regras de inferéncia
(construidas a partir da 16gica matemadtica), demonstrando que o resultado desejado é obtido
sob qualquer circunstancia. Na segunda forma aplicam-se as mesmas regras de inferéncia
e teoremas para, determinar qual a seqiiéncia de comandos é necessaria para produzir o
resultado desejado e como podemos garantir que essa seqiiéncia vai ser sempre atendida.
Esse 1ltimo procedimento faz parte da area da computacao que estuda métodos formais de
construcao de programas corretos.

Como pode ser observado, as duas técnicas usam teoremas e regras de inferéncia vindos da
l6gica matematica. Em particular, as modificagbes necessarias formam aquilo que chamados
de l6gica de programacao, que nao deve ser confundida nem com légica de programas
(que é a arte de construir algoritmos que funcionem de forma légica), nem com programagao

IPor questdes de ventos laterais, avides normalmente voam “de lado” para corrigir o arraste lateral.
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l6gica (que é um paradigma? de programagao ao qual pertence a linguagem Prolog). Na
proxima secdo fazemos uma breve introdugao aos mecanismos de légica de programacao e
de sua conexdo com a légica matemdtica.

5.1.1 Légica de programacao

Dentro de nosso curso a légica de programacao é examinada na disciplina Programacao
Concorrente, quando é mais do que necessaria. Sua complexidade impede que facamos aqui
um estudo mais detalhado da mesma. FEntretanto, uma pequena apresentacao, de modo
conceitual, é perfeitamente possivel e é o que faremos.

Na pratica, a logica de programacgao pode ser vista como uma série de regras que repre-
sentam matematicamente as alteracoes no estado de um processo em execucao no sistema.
Assim, as regras existentes devem tratar exatamente dos varios tipos de acdao a que um pro-
cesso possa ser submetido. Teriamos entao regras para comandos de decisao, de atribuicao,
de composicao de comandos sequenciais, etc. A tabela 5.1 apresenta uma série de regras
e axiomas em légica de programacao. Em cada regra aparece sua versao conceitual e sua
versao formal, matematica. Nessa tabela (e na seguinte) usa-se os simbolos A para indicar
o operador E, V para o operador OU e — para o operador NAO.

Axioma/Regra  Forma matemética Significado funcional

Axioma da atri- P? x:=e {P} diz que se um processo estava num estado P, ele

buicao passa ao estado P, com a variavel x valendo e,
apés a execucao da atribuicao z :=e

Regra da con- £ jpg%ﬁg,}fjcz diz que se é possivel provar que executando o co-

sequéncia mando S a partir do estado P chega-se ao estado
Q, e que os estados P’ e P sdo parcialmente equi-
valentes, 0 mesmo acontecendo com () e Q', entao
é verdade que saindo do estado P’ chega-se ao es-
tado Q' ao executar o comando S

PA-(B1V:--VBp)
Regra de alter- {PABELS}"I{P?{}C’;?Z'ZG’J" diz que ao executar um comando IF a partir de
nativa um estado P, entao chega-se ao estado ) se ou o
estado () é equivalente ao P se todos os bloqueios
do comando forem falsos (negados) ou se um deles
(B;) for verdadeiro e o comando por ele guardado

(S;) levar a @ a partir do estado P

Tabela 5.1: Exemplos de axiomas e regras de inferéncia de légica de programacao

A légica de programacdo contém bem mais regras e axiomas do que as listadas na ta-
bela 5.1. Aqui apresentamos apenas essas trés regras para que se tenha um sabor de como
podemos fazer a prova de um programa qualquer. O importante nesse processo é que todas
essas regras apenas fazem sentido se forem elaboradas a partir da solidez presente na logica
matematica, com todos os seus teoremas e axiomas. Na préxima se¢ao faremos uma apre-
sentacao da légica matematica e, em sua conclusao, trabalharemos com mais uma aplicacao
computacional fortemente dependente dessa logica.

2Forma de escrever e executar programas
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5.2 O que é logica?

O ramo da matematica que trabalha com a verificagao formal de teoremas é a légica, que
possui hoje em dia diversas variantes, desde a tradicional 16gica classica (ou légica de primeira
ordem) até 16gicas nao convencionais, como a légica nebulosa (fuzzy), na qual nem tudo tem
um valor absolutamente verdadeiro ou falso.

Dentro da computagdo atual pode-se dizer que tudo funciona a partir da légica. Isso
porque todo o funcionamento dos circuitos eletronicos que compde a méaquina funcionam
com o principio da eletronica binéria, em que um circuito apenas pode estar ligado ou desli-
gado, que ¢ facilmente mapeado para os valores verdadeiro e falso da légica. Em um nivel de
abstragao mais elevado, temos a légica usada na construcao de algoritmos, em que usamos
relacoes do tipo E, OU, NAQ, para combinar condicdes de varigveis do programa na elabo-
racao de restricoes de execucao. Todas essas restrigcoes e operadores vém da formalizacao
matemadtica da légica classica (filoséfica), presentes na chamada légica de primeira ordem.

Na pratica, a formalizagao matematica da légica comegou na metade do século XIX,
quando George Boole iniciou seus trabalhos na chamada algebra booleana, com o objetivo
de estruturar matematicamente as linhas de raciocinio da filosofia (o que néo é possivel até
hoje, afinal de contas filosofar ndo implica necessariamente em usar argumentagao rigorosa).
Apesar de nao atingir seu objetivo, a criacao da algebra booleana permitiu a formalizacao
de todo um arcabouco de axiomas e regras de inferéncia que formam a légica de primeira
ordem (e o cédlculo proposicional, que é o conjunto de seus operadores).

Outra ferramenta muito 1til na construgao dos operadores logicos é o diagrama de Venn,
que na realidade veio da teoria dos conjuntos (que faz parte da dlgebra). Na figura 5.1 voce
pode examinar algumas relacoes de conjuntos apresentadas através de diagramas de Venn.

Observe que as relagoes logicas sao extremamente relacionadas as relagoes de pertinéncia da
teoria de conjuntos.
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Figura 5.1: Exemplos de diagramas de Venn

Com a légica de primeira ordem podemos construir provas de validade para uma quanti-
dade imensa de situacoes em que o nimero de diferentes possibilidades seja finito. A tabela
5.2 apresenta uma série de leis de equivaléncia da légica de primeira ordem e que sao, por
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sua vez, a base da construcao da logica de programacao e de todo o processo de algebras
baseadas em apenas dois valores.

Lei Forma matematica Significado funcional
Negagao P =(~P) Indica que o contrario do contrario de algo é
ele mesmo
Meio excluido PV —P = verdade Diz que afirmar que ou isso ou nao isso é sem-
pre verdade
Contradicao P AP = falso Aqui, ao contrario, tem-se que algo nao pode
ser verdade e falso a0 mesmo tempo
Implicagao P=Q=-PVQ Diz que se algo implica em outra coisa, entao
ou essa outra coisa é verdade ou a primeira é
falsa
Igualdade P=@)=(P=>@nr@=p) Duas coisas sdo iguais apenas se uma pode im-
plicar na outra e vice-versa
Simplificacado OU  rve=rp algo ou algo tem o valor de algo
PV verdade = verdade algo ou verdade é sempre verdade!
PV falso= P
PV(PAQ) =P faca a analise
Simplificacao E PAP=P
P N wverdade = P
P A falso = falso algo e falso é sempre falso!
PA(PVQ) =P faca a andlise
De Morgan “(PAQ)==PV-0Q sao leis muito importantes
~(PVQ)=-PA-Q construa diagramas de Venn para elas

Tabela 5.2: Leis de equivaléncia do cédlculo proposicional

Mais uma vez, as leis representadas na tabela 5.2 s@o apenas um subconjunto das leis
de calculo proposicional. Na realidade, a légica apresentada até aqui é um subconjunto da
l6gica matematica, que além da logica de primeira ordem possui diversas alternativas, sendo
que a mais importante para a computagao é a chamada 1égica nebulosa (fuzzy), que é de vital
importancia em técnicas aplicadas em inteligéncia artificial (e em suas diversas aplicacoes).
Para entender o que ¢ l6gica nebulosa podemos usar um exemplo bastante simples. Na logica
classica a resposta para a pergunta “Vai chover hoje?” apenas pode ser sim ou ndo, nao
podendo assumir valores distintos desses. Na logica nebulosa admite-se um conjunto maior
de respostas, como “quase certeza que nao”, “provavelmente sim”, etc. O nebuloso do nome
dessa légica vem exatamente da possibilidade de respostas imprecisas.

5.2.1 Mais uma aplicacao

Saindo do rigor matematico da construgao correta de programas através da légica de progra-
macao, uma outra linha de aplicagoes de l6gica em computacao estd na inteligéncia artificial.
Assim como no restante das areas de trabalho em computacdo, aqui também a logica é ne-
cessaria em qualquer situacao. Vamos examinar, entretanto, um pequeno jogo que, para
ser resolvido computacionalmente, precisa de uma quantidade consideravel de inferéncias
l6gicas.
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O nosso exemplo é um antigo jogo, contruido na linguagem LISP, chamado animal. Nesse
jogo o computador tenta descobrir um animal a partir de uma série de perguntas e respostas
trocadas com o usudrio. Em geral as perguntas sdo sobre caracteristicas do animal, como por
exemplo “esse animal tem quatro patas?” ou “ele voa?”. Com as perguntas o computador
vai construindo uma seqiiéncia de inferéncias do tipo “Se tem quatro patas e vive na dgua e
seu filhote mama, entao é um hipopétamo”.

Nesse jogo nem sempre o computador consegue chegar a uma resposta, sendo que sempre
que isso ocorrer ele solicita do usuario uma caracteristica adicional que permitisse identificar
o animal. Essa caracteristica é entao absorvida e passa a fazer parte do conhecimento
armazenado pelo computador, podendo entao ser usada numa proxima ocasiao.

Dentro desse contexto, o importante é como decidir qual a préxima pergunta a fazer,
quando se tem informacao suficiente e quando nao se tem mais nada para tentar obter essa
informacao. Dentro de um conceito de sistema um programa que faga isso recebe o nome de
sistema especialista, sendo usualmente construido a partir de trés médulos béasicos: motor
de inferéncias, meméria de trabalho e conjunto de producoes.

O motor de inferéncias (MI) é que toma todas as decisdes sobre que agbes realizar a
cada instante. No exemplo do programa animal, o MI decidiria o que perguntar e se ja
tinha uma resposta ou ndo para o problema. O conjunto de produgoes (CP) armazena
todos os conhecimentos obtidos pelo sistema, normalmente armazenados em regras do tipo
SE-ENTAQ. Em nosso exemplo armazenaria coisas do tipo “Se mamifero entdo pergunte se
¢ carnivoro”. J4 a memoria de trabalho (MT) armazena as informagoes sobre o problema
atual, ou seja, de todo o conjunto de producoes vai para a M'T apenas aquilo que se conhecer
do problema. A figura 5.2 mostra as relacoes existentes entre esses médulos.

MI

se B ou C entao D
Control Controle

A
Dados Dados

Y

seAentagB _ . _|/__ | A
seBouCentigh [DaIS " ~=ci
seCeAentaoE ~|- _ ‘D>

CP MT

Figura 5.2: Diagrama bésico de um sistema especialista

Por essa figura é possivel entender que a peca de informagdo D pode ser acrescida a
memoria de trabalho (e portanto ao processo de resolu¢do do problema) porque existe uma
regra de inferéncia que diz que se as pegas de informacao B ou C existirem (forem verdade),
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entdo é possivel afirmar que D também existe (ou é verdade). Como na meméria de trabalho
existe a informacdo de que C é verdade, entdo podemos inferir a regra como sendo verdadeira
e inserir D na M'T. Todo esse processo é fruto da légica de primeira ordem. Aos interessados
é possivel fazer um estudo mais completo sobre as varias formas de se armazenar e tratar
conhecimento dentro da disciplina Sistemas Inteligentes.

Para fechar essa secao precisamos apenas lembrar algo colocado hd algumas paginas,
quando se mencionou a forte relacdo existente entre logica e dlgebra de conjuntos. Na
pratica essa relacao é que torna a algebra, nosso préximo topico, tao importante dentro da
computacao.

5.3 Uma aplicacao de algebra

A algebra é a parte da matematica que cuida de técnicas de relagao entre conjuntos e funcoes.
Dentro da algebra é possivel determinar se uma dada funcao é ou nao aplicavel a um dado
conjunto de valores e, em caso de sua aplicagdo, quais as transformagoes que essa funcao
causa no conjunto.

Para comecarmos a entender o uso de algebra em computagao vamos a uma area ainda
nao abordada nesse texto, que é a de banco de dados. Muitos dos que entram para a
computacao tém o entendimento de que banco de dados é apenas construir aplicagoes em
que um conjunto de informacoes que tenham algum tipo de relacao serao armazenadas em
uma base e que algumas consultas serao feitas para extrair informagoes dessa base. Isso,
entretanto, estd muito longe da verdade quando se fala em grandes bases de dados, com
centenas de milhares de informacoes formando seu contetdo.

Nas grandes bases de dados (e para alguns tipos especificos de dados) é preciso ter
nao apenas técnicas eficientes de consulta e inser¢ao de dados, como também técnicas de
mineragao (ou prospecgdo) de dados que permitam selecionar informagoes por critérios de
proximidade (ou semelhanca). Na realidade isso equivale a ter que decidir, por exemplo,
qual o grau de semelhanca entre as chaves de busca rato, gato e galo. Como decidir o que
é semelhante a uma dada chave depende da definicdo de uma métrica que relacione as duas
informacoes. Essa métrica deve estabeler niveis de similaridade que possam definir a partir
de que ponto podemos dizer que esses dados pertenceriam a mesma categoria.

Nosso problema passa a ser, portanto, como definir a tal métrica. Para nao complicar
muito nosso exemplo vamos trabalhar apenas com chaves textuais?, ou seja, chaves como as
definidas no paragrafo anterior. Dito isso, que métrica nos daria o grau de diferenca entre
as chaves 14 listadas? Essa métrica serviria para diferenciar outras chaves? Qual a resposta
dessa métrica para as chaves rato e rata? E para gala e galo?

Desses exemplos é facil perceber que métricas simples podem ser facilmente distorcidas,
afinal de contas rata e rato podem ser considerados um casal, o que nao é verdade para
galo e gala. Desse modo é preciso que, qualquer que seja a métrica basica, se estabeleca
um critério de contextualizacao da chave, evitando que erros grosseiros possam perturbar o
resultado final.

A definicdo de quais métricas e quais relacées de contextualizacao devem ser aplicadas
sobre uma base de dados depende, formalmente, de relacoes algébricas. Infelizmente nosso
espaco é pequeno para melhor descrever o significado de relagoes algébricas, grupos, anéis

3Na verdade esse tipo de trabalho se torna muito mais 1til e interessante quando tratamos, por exemplo,
de chaves de imagens, quando terfamos que decidir quais imagens seriam semelhantes.
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e outras construgoes topolégicas que servem de base para a construcao de mecanismos de
consulta em bases de dados que sejam rapidos, eficientes e precisos (sempre com uma certa
probabilidade de erro, é claro).

Um outro aspecto algébrico em banco de dados, na verdade muito mais intenso, é o
uso de algebra relacional (teoria dos conjuntos) na formalizagdo e construgao de toda a
teoria de bancos de dados relacionais (e também suas extensoes). Para entender melhor isso
precisamos antes voltar aos conceitos basicos de uniao e interseccao de conjuntos, além das
propriedades sobre conjuntos vazios, unicidade de elementos, etc.

Formalizar uma consulta em um banco de dados, quando construido com rigor, pode
ser entendido como o processo de extragao de elementos pertencentes a um dado conjunto
ou a uniao ou interseccao de dois ou mais conjuntos. A algebra relacional atua nesse mo-
mento através da utilizacdo dos quantificadores existenciais e universais (3 e V). Detalhes
na implementacao de procedimentos de consulta e inser¢ao de informagoes em uma base de
dados sao baseados, portanto, em conceitos como apenas uma copia de cada elemento pode
existir mo conjunto, se existir uma copia outra ndo pode ser inserida, € assim por diante.
Embora nao faca parte desse contexto, existem dlgebras mais complexas que permitem que
um dado conjunto tenha vérias cépias de um elemento (chamados superconjuntos), o que
traria complicacoes para o campo de BD relacional. Isso, entretanto, é campo para novos
trabalhos.

5.4 Consideracoes finais

Os conceitos basicos de computacao estao intimamente relacionados a aplicagao de 16gica e de
algebra. Na prética, tudo o que fazemos com o computador apenas é possivel de se justificar
com o auxilio dessas duas ferramentas da matematica. Os algoritmos que especificamos, as
maquinas que contruimos, enfim, tudo o que se relaciona a execugao coordenada de tarefas
em ambiente eletronico, podem ser entendidos como manipulagoes légicas e algébricas sobre
varidveis de entrada do sistema, levando & producdo de resultados (varidveis) de saida.

Nesse capitulo vimos como a algebra e a légica sdo usadas, de modo central, em algumas
das aplicacoes de computacao e, de modo implicito, em toda a computacao. Apresentamos
também, pela primeira vez, uma aplicacao de matematica em banco de dados. Na pratica
banco de dados é tnica e exclusivamente uma sucessao de aplicacoes de logica, teoria dos
conjuntos e relagoes algébricas. A visao simplista dessa drea como nao necessitando de
matematica apenas é possivel para sistemas de pequeno porte, que poderiam ser criados por
qualquer pré-adolescente com o minimo de conhecimento em Windows. Como nao é esse
0 nosso caso, entao para nés a area de banco de dados precisa ter uma boa formalizacao
matematica, a qual vem essencialmente da matematica discreta.



Capitulo 6

Computacao Cientifica

Nos capitulos iniciais deste curso examinamos algumas aplicacoes de disciplinas tedricas da
matematica, procurando demonstrar a importancia de um aprendizado sélido dos conceitos
nelas apresentados para o futuro profissional em ciéncia da computagao. Entretanto, em
diversos momentos fizemos mencao ao fato de que aquelas técnicas eram modificadas para
serem possiveis de execucdo no computador'. A sistematizacido de técnicas de resolucao
de problemas matematicos, de modo a torna-las computacionalmente factiveis, é conhecida
como computacao cientifica.

Dentro da computacgdo cientifica existem vérias matérias e/ou disciplinas, tais como
Calculo Numérico, Métodos de Otimizacao I e II, Probabilidade e Estatistica, Fundamentos
em Computacao Cientifica, Software Numérico, Métodos de Elementos Finitos, etc. Nem
todas sao obrigatdrias a todos os alunos, mas todas tém sua importancia e sua aplicabili-
dade. A matematica examinada em cada uma dessas disciplinas tém, por si s6, um forte
componente computacional, que pode ser mais ou menos enfatizado durante a disciplina,
mas que aparece, sem sombra de duvida, como uma, forte linha de aplicagao de computacao.

Algumas das disciplinas listadas no ultimo pardgrafo ja foram abordadas em capitulos
anteriores, na qualidade de usudrias da base fornecida em outras disciplinas da matematica.
Neste capitulo nos concentraremos apenas na definicdo das principais classes de problemas
que recebem tratamento numérico.

6.1 Meétodos numéricos

Os chamados métodos numéricos podem ser divididos em cinco grandes grupos: zeros de
funcgoes, sistemas de equagoes, ajuste de curvas, integragao e resolucao de equacgoes diferen-
ciais. Em cada um desses grupos existem dezenas de aplicagoes diferentes, algumas delas em
computacao. Em comum a todos os métodos existe a preocupacao com o desenvolvimento
de técnicas algoritmicas, que possam ser executadas de modo légico e mecanico. E essa
preocupacao que permite o uso de computadores para a resolucao de problemas que possam
ser formulados numericamente.

Do ponto de vista formal, que serd devidamente estudado na disciplina de Calculo
Numérico no terceiro semestre, a criacao de um método numérico deve obedecer condicoes
de modo que o método possa:

!Na realidade, existe uma area da propria computacdo (a computabilidade) que examina se um dado
problema pode ou néo ser resolvido computacionalmente e qual a complexidade dessa tarefa).
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Ser computacionalmente tratavel;

Possuir um algoritmo mecanico;

Estabelecer limites de erro admissiveis;

Estabelecer critérios de convergéncia para um resultado.

Esse conjunto de restricbes faz com que os métodos tenham uma evolugdo continua,
adaptando-se ao potencial de cdlculo das maquinas utilizadas. Um exemplo tipico disso é
busca por economia de memoria dos primeiros métodos, que hoje nao precisam se preocupar
tanto com isso.

Analisando agora cada restricio em separado, tem-se que a primeira delas diz respeito
ao tempo que o computador levard para apresentar uma resposta. Quando o problema
precisa de um tempo de computagao superior ao limite da paciéncia humana (modificada pela
necessidade do resultado, é claro) diz-se que o mesmo nao é computacionalmente tratavel.
E ¢ébvio que os limites de tratamento para cada problema sao alterados dinamicamente
pelo avanco da tecnologia. Exemplos tipicos sao a atual capacidade de armazenamento
em memoria e a velocidade de processamento presentes nos computadores de hoje quando
comparados com maquinas de pouco mais do que cinco anos atras.

Ja a necessidade de um algoritmo mecanico para a resolucao do problema estd ligada
ao modelo de processamento usado nos computadores. Como se sabe, embora tenham uma
grande capacidade de manipulacao de dados os computadores nao sao tao bons em raci-
ocinio légico!. Isso torna necessirio a geracido de algoritmos que possam ser seguidos pelo
computador.

Todo método numérico apresenta erros em seus resultados. Esses erros sao de dois tipos:
aproximacao pelo computador e aproximacao pelo método. O primeiro caso € inevitavel pois
como o computador representa nimeros em codigo bindrio, existe consequentemente um erro
de representacdo desses nimeros (tente por exemplo representar o nimero 1.1 em binério)
e um erro natural de arredondamento dos operandos dentro de um certo nimero de casas
decimais. A segunda forma de erro é introduzida pelo método numérico, sendo portanto
perfeitamente quantificavel e deve ser fornecida por quem estiver especificando o método.

Por fim, o ultimo critério trata do estudo sobre a convergéncia do método. Deve-se
entender convergéncia como a tendéncia do método em aproximar-se ou nao da solugdo do
problema. Existem métodos que sempre convergem para o resultado e existem outros que
nem sempre o fazem. A escolha por qual método aplicar deve atentar para o critério de
convergéncia e para a velocidade de convergéncia dos varios métodos, adequando-as para o
problema em que se estd trabalhando.

Vamos entao a um rapido exame sobre os cinco grupos de métodos numéricos listados ha
pouco.

6.2 Zeros de funcoes

Os métodos deste grupo se preocupam em determinar os zeros de funcoes, ou seja, os valores
de z para os quais f(z) é igual a zero. Tais técnicas sdo muito importantes em aplica¢oes como

' Mesmo o Deep Blue, que derrotou o enxadrista Gary Kasparov, se trata de um exercicio de processamento
paralelo e ndo de inteligéncia artificial. Seu modo de operar consiste basicamente em examinar o maior
nimero possivel de alternativas dentro de um critério MINIMAX.
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| Método | Converg. | Estabil. | Critério basico |

Biseccao lenta estavel | divisao do intervalo em duas partes e busca
por valores de f(x) com sinais opostos
Newton-Raphson | rapida | instdvel | precisa de uma solucdo inicial (chute) e a par-
tir dela calcula a derivada da fun¢do naquele
ponto e determina um novo ponto na inter-
sec¢cao da derivada com o eixo x

Secante rapida | instavel | aproxima a derivada de Newton-Raphson por
uma reta secante a fungao, calculada usando
dois chutes iniciais.

Tabela 6.1: Métodos para determinacao de zeros de fungoes.

descobrir a partir de que momento um certo investimento passara a ser lucrativo, distancia
maxima entre postes de iluminacao e transmissao de energia ou mesmo a quantidade de
memoria RAM numa méquina para se atingir uma determinada relacao custo-desempenho.

Na disciplina de calculo numérico serdao examinados com detalhes varios métodos
numéricos para a determinacao de zeros de funcoes. Aqui faremos apenas um breve resumo
desses métodos, como pode ser visto na Tabela 6.1. Nessa tabelas sao colocadas informacoes
sobre a velocidade de convergéncia e sobre a estabilidade (se produz a resposta sempre ou
nao) desses métodos.

6.3 Resolucao de sistemas de equacoes

Neste grupo ficam os métodos que tratam de sistemas de equagoes lineares, os quais podem
receber um tratamento formal do ponto de vista matemadtico dentro de algebra linear. Os
métodos desta classe sao aplicados em problemas como os examinados no capitulo sobre
algebra linear, ou seja, em métodos de otimizacao, analise de malhas em circuitos elétricos,
redes de Petri, etc. A Tabela 6.2 apresenta alguns dos principais métodos desse grupo.
Nessa tabela aparecem informagoes sobre a estabilidade dos métodos e sobre o tamanho do
problema a ser tratado com o algoritmo.

‘ Método ‘ Tamanho ‘ Estabil. ‘ Critério bésico ‘

Anula os elementos da diagonal inferior

Eliminacao | pequeno | estavel | da matriz e calcula a solugao por

de Gauss substituicao a partir da ultima equagao.

Gauss-Jordan | pequeno | estavel | Transforma a matriz em uma identidade.
A solucao fica automaticamente determinada.
Gauss-Seidel | grande | instavel | Calcula a solucao através de aproximacoes
sucessivas a partir de chutes iniciais.
Tem funcionamento parecido com o
Jacobi grande | instdvel | Método de Gauss-Seidel, apenas refazendo
as aproximacoes mais lentamente.

Tabela 6.2: Métodos para resolucao de sistemas de equacoes.
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6.4 Ajustes de curvas

O nosso terceiro grupo de métodos procura determinar fungdes continuas para problemas
em que existam apenas alguns pontos determinados. Isso é bastante util em computagao
grafica, por exemplo, quando se pode determinar qual é a superficie mais suave que passa
por um conjunto de pontos de um desenho num sistema CAD. A Tabela 6.3 mostra alguns
dos métodos para ajuste de curvas existentes. Vale observar que em computacgdo grafica os
mais usados sao spline e bezier. Como nesses métodos o importante é determinar o quanto
uma curva ficaria fora da curva ideal, entao nessa tabela apresentamos também a dimensao
do erro em cada método.

| Método | Erro | Critério bésico |
Interpolagao poli- | grande | aproxima a funcao dos pontos através da solugao
nomial de um sistema de equagoes.
Newton baixo | Gera a funcao através de calculos de diferencas
divididas a partir dos pontos iniciais.
Spline baixo | Imita a interpolacao polinomial, porém calculan-

do apenas intervalos pequenos da curva, que sao
depois convenientemente ajustados.

Bezier baixo | faz a aproximacao de curvas usando aproximacoes
por segmentos de reta calculados repetidamente.

Tabela 6.3: Métodos para ajustes de curvas.

6.5 Integracao

Os métodos mais usados para integracao de fungoes se baseiam na caracteristica geométrica
de que a integral de uma funcao corresponde a area entre a fungao e o eixo de integracao.
Desse modo, sao propostos varios métodos para calcular essa area a partir de poligonos
internos a curva da funcao. Em computacao, a aplicagao desses métodos de integracao ocorre
em modelos de andlise de desempenho que usem métodos estatisticos para simulacao ou
transformacao espacial, tais como equalizagao de histogramas ou resolucao de transformadas
de Fourier no processamento de sinais. A Tabela 6.4 apresenta dois métodos de integracao
bastante utilizados, incluindo informagoes sobre o grau de erro na aplicagao do método..

‘ Método ‘ Erro ‘ Critério basico ‘
Trapézio | médio | aproxima a integral através da soma das dreas de trapézios.
Simpson | baixo | aproxima a integral através da soma das areas de poligonos
de base retangular e topo formado por pequenas parabolas.

Tabela 6.4: Métodos para integracao de funcoes.
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6.6 Resolucao de equacoes diferenciais

As aplicacoes dos métodos de resolucao de equacoes diferenciais em computacdo sao exa-
tamente as mesmas ja apresentadas quando as equagoes diferenciais foram apresentadas no
capitulo 3. Nesse momento é dificil descrever os me’todos que tratam desse problema, assim
apenas indicaremos aqui quais sao esses métodos, sem uma andlise de como eles operam.
Devemos lembrar, entretanto, que esses métodos serao estudados com a devida profundidade
na disciplina “Célculo Numérico”, em conjunto com o estudo das demais classes de métodos
apresentadas nas secoes anteriores.

Os métodos mais usados nessa classe estao agrupados em dois conjuntos de métodos, um
englobando os métodos de passo multiplo e outro incluindo os métodos de Runge-
Kutta. Em todos os casos existem varias ordens de aplicacao, segundo a quantidade de
informacoOes necessarias para a sua aplicacdo, sendo que os métodos de ordem maior sao
mais precisos porém implicam em custos computacionais também maiores.

6.7 Consideracoes finais

A principal conclusao a ser tirada nesse capitulo é que tudo o que foi examinado nos capitulos
anteriores apenas pode ser executado no computador através da aplicacao de métodos
numéricos especificados para transformar o modelo matematico analitico em um modelo
algoritmico. Assim, do ponto de vista do cientista de computagao é fundamental que tais
métodos sejam compreendidos em toda sua magnitude, principalmente naquilo que se refere
ao esforco computacional exigido e a precisao numérica oferecida por eles.

Além disso, é importante perceber que o bom entendimento dos métodos aqui descritos
somente é possivel se existir também um bom entendimento das técnicas analiticas envol-
vidas, isto é, apenas é possivel entender o funcionamento de métodos de integracao quando
se sabe o significado fisico e operacional de uma integral, por exemplo. Com isso podemos
fechar o ciclo de defini¢oes sobre a importancia da matematica dentro da computacao.

Finalmente, varios métodos de computacao cientifica nao foram abordados nesse capitulo
ou por ja termos examinado algo sobre eles nos capitulos anteriores ou por que os mesmos
sao extensoes, para aplicagoes especificas, de métodos aqui examinados. A sua auséncia
nesse momento nao deve influenciar o impacto da necessidade de um bom conhecimento de
matematica para um bom exercicio da computacao.
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