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“[ think the design of efficient algorithms is somehow
the core of computer science. It’s at the center of our

field”.

Donald Knuth

=
UNESP ™ UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

Objetivo do curso:

Enfatizar a eficiéncia como critério para projeto de
algoritmos

o
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Porqué o estudo da Complexidade?

Muitas vezes as pessoas quando comegam a estudar
algoritmos perguntam-se qual a necessidade de
desenvolver novos algoritmos para problemas que ja

tém solucgdo.
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Porqué o estudo da Complexidade?

A performance ¢ extremamente importante na Informatica, pois
existe uma necessidade constante de melhorar os algoritmos.
Apesar de parecer contraditorio, com o aumento da velocidade
dos computadores, torna-se cada vez mais importante
desenvolver algoritmos mais eficientes, devido ao aumento

constante do "tamanho" dos problemas a serem resolvidos.
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Complexidad T [ aximo de T t aximo de probl
de Tempo problema resolvivel na | resolvivel na maquina 10 vezes
lenta mais rapida
logpn Xo (%0)'°
n X, 10 x,
n log,n Xy 10 x, (para x, grande)
n? X 3,16 x5
n? X4 2,15 x,
2" Xg X5+ 3,3
3" Xg Xg +2,09




Problema:
* ¢ simplesmente uma tarefa a ser executada;
* é uma fungdo ou associagdo de entradas com
saidas.

Algoritmo:
* é um método ou um processo usado para
resolver um problema.

Programa:
* é uma instancia¢do de um algoritmo em uma
linguagem de programagdo computacional.

s
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b A i
Problema Algoritmo

Ordenagio Quicksort

Mergesort

Pesquisa Busca sequencial

Busca bindria
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Quando estudamos algoritmos, um aspecto que
devemos considerar, além de sua corregdo, é a sua

andlise de eficiéncia.
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DEFINICOES:
* A analise de algoritmos pode ser definida como o
estudo da estimativa de recursos (tempo, espago, etc)

consumidos pelos algoritmos.

* Analisar um algoritmo significa prever os recursos
que o algoritmo necessitara (Cormen, et al. 2001).

* Andlise de algoritmos significa, também, estimar o
grau de dificuldade dos problemas.
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Andilise de Algoritmos:

# Critérios
« Correcao
» Lficiéncia temporal
« Lificiéncia espacial
e Otimalidade

# Dois métodos:
# Andlise tedrica

o Analise empirica

o
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Corregio de algoritmos

We oflen use o looap invartant 1o help us understond why an

correct answer. Here's the loop invariant for INSERTION-SORT:

orithm gives the

Loop invariant: At the start of each iterstion of the “outer™ for loop—the
loop indexed by j—the subarmay A[L.. j = 1] consists of the elements orig-
inally in A[1.. j = 1] but in sorted order.

To use a loop invariant 1o prove correctness, we must show three things about i

Initialization: It is true prior tothe fiest iteration of the loop.
Maintenance: It it is true before an iteration of the loop, it remains true before the
ne:

Cration.

Termination: When the loop terminates. the invariant—usually along with the
reason that the loop terminated—gives us a useful propeny that helps show that
the algorithm is comrect.

Using loop imvariants is like mathematical induction:
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Corregdo de algoritmos

INSERTION-SORT(A)
for j < 2ton
do key — Alj]

> Insert A[ ] into the sorted sequence A[l.. j —1].

i—j—1

while i = 0 and Ali] = key

do Ali + 1] < Ali]
I <—i—1

Ali + 1] < key
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Corregdo de algoritmos

For insertion sort;

Initia Just before the first iteration, §j = 2. The subarray A[l.. j — 1]
is the single element A[ 1], which is the element originally in A[ 1], and it is

trivially sorted.

Maintenance: To be precise, we would need 1o state and prove o loop invariant
for the “inner” while loop. Rather than getting bo,
invariant. we instead note that the body of the inner while loop works by moving
Al = 1], Alj = 2], Alj — 3], and so on, by one position 1o the right until the
proper position for key (which has the value that started out in A[ /1) is found.
Al that point. the value of key is placed into this position.

d down in another loop

3 The outer for loop ends when § = athis oceurs when f =n + 1L

fore, j—1 = n. Plugging » in for j — 1 in the loop invariant, the subarray
Al n] consists of the elements originally in Al 1. . n] but in sorted order. In
other words, the entire array is sorted!
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Andilise de Algoritmos:
Abordagem Experimental

o Implementar o algoritmo e execular o programa
para um conjunto de dados de teste

® Porém

* nio podemos testar todas as possiveis entradas,

& podemos esquecer algum easo em que o algoritmo
falha ou caso em gue o desempenho do algoritmo é
particularmente bom ou ruim

# Os resultados dependem de aspectos de
implementagio
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Andilise de Algoritmos: empirica

® Um plano geral para a andlise empirica da
eficiéncia de um algoritmo segue os seguintes
passos:

1. Entender o propasito do experimento

Escolber uma métrica de
a unidade de med

ficiéncia M a ser medida ¢
a (unidade de tempo ou niimero
de operagoes bisicas)

2. Eseolber as earneteristiens da amostea de entrada
(faixa, tamanho, ete.)
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Andilise de Algoritmos: empirica

4. Lscrever um programa implementando o algoritmo
para a experimentacao

5. Gerar uma amostra de entradas

6. Executar o algoritmo sobre as amostras e guardar os
dados obtidos

7. Analisar os dados obtidos
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Andilise de Algoritmos: empirica

o
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Andilise de Algoritmos:

Abordagem Teérica

# Estudar o algoritmo em termos gerais e tentar

prever aspectos gerais do seu comportamento:

« Correcao: Ele fornece uma solucao valida para o
problema ?

» Lficiéncia: Quanto tempo ele gasta ? Quanto de
memoria ele usa ?
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Estrutura de andlise de algoritmos:

# Como analisar a eficiéncia de algoritmos?

# Existem dois tipos de eficiéncia: eficiéncia
temporal e eficiéncia espacial.

s A eficiéneia temporal indica quao rapido um
algoritmo em questio é executado.

» A eficiéncia espacial esta relacionada com o
espaco extra que o algoritmo necessita.
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Estrutura de andlise de algoritmos:

# Antigamente, ambos recursos — tempo e espago
— eram valiosos.

# Atualmente, a quantidade extra de espago
requerida por um algoritmo néo ¢é tao
importante, ainda que exista uma diferenca
entre meméria principal, secundéria e cache.

# Porém, o tempo continua sendo importante,
pois, problemas cada vez mais complexos sdo
tratados —» abordaremos somente eficiéncia
temporal
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Tamanho da entrada:

# Quase todos os algoritmos levam mais tempo
para ser execultados sobre entrada maiores.

# Assim, é obvio investigar a eficiéncia de
algoritmos como func¢io do pardmetro n que
indica o tamanho da entrada do algoritmo.
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Tempo de execugdo:

& Por que ndo utilizar unidade “fisica” de tempo?
& Dependéncia do hardware, qualidade da
implementacao, compiladaor, ete.

& Métrica que nao dependa de fatores externos,

Alternativas:
ar o nimero de vezes que cada operagio do
itmo é realizada

s importante do algoritmo

Gi Gao que mais contribui
para o tempo de execugaa total e contar o niimera de
veges gue esta operagao ¢ realizada.
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Eficiéncia de algoritmos:

e Eficiéncia temporal ¢ analisada determinando o
namero de repetigoes de operagoes bisicas com
uma funcao do tamanho da entrada

& Operacao bisica: a operagao que contribui mais
para o tempo de exeeugio do algoritmo.

tamanho da entrsda

tempo de
[ara oper
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EM ANALISE DE ALGORITMOS ESTUDAMOS:
* O conceito de taxa de crescimento de fungoes;
* O conceito de limite superior e inferior de uma
taxa de crescimento, e como estimar estes limites

para um algoritmo ou problema; e

* A diferenca entre o custo de um algoritmo e o custo
de um problema.
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FERRAMENTAS MATEMATICAS EXIGIDAS:

* Analise Combinatoria;
* Teoria das probabilidades;
* Destreza matemdatica:

¢ Indugdo Matemdatica;

» Séries e Produtorios;

* Poténcias e Logaritmos, etc.
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PARA QUE UTILIZAMOS A ANALISE DE
ALGORITMOS?

e Para saber se os algoritmos sdo viaveis;
* Para saber qual é o melhor algoritmo para a
resolug¢do do problema;

e Para projetar algoritmos mais eficientes.
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CUSTO DO ALGORITMO

Quando analisamos um algoritmo nds desejamos

saber qual é o seu custo.
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CUSTO DO ALGORITMO

Para sabermos do custo nos necessitamos:

*  Prever a quantidade de recursos (memoria -
complexidade de espaco, e tempo de execugdo -
complexidade de tempo);

* Do modelo de tecnologia adotado para a sua

implementagdo.
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MODELO DE COMPUTACAO

Ao invés de escolher uma maquina particular, em
relagdo a qual a eficiéncia dos algoritmos seria
avaliada, é certamente mais conveniente utilizar-se de

um modelo matemdtico de um computador.
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MODELO DE COMPUTACAO

Modelo adotado: (modelo RAM)

* as operagoes sdo todas executadas
seqiiencialmente;

* a execugdo de toda e qualquer operagdo toma
uma unidade de tempo;

* a memdria é infinita.
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TEMPO DE EXECUCAO

O tempo de execugdo de um algoritmo sobre uma
particular entrada de dados é o niimero de operagdes

primitivas ou passos executados.

Exemplos de operacoes: adigcdo, subtragdo,

multiplicacdo, comparagdo, ...
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TEMPO DE EXECUCAO

O tempo de execugdo (custo) é expresso em fungdo

do tamanho da entrada de dados.

Custo = T(n): é a medida de tempo necessario para
executar um algoritmo para um problema de

tamanho n.
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EXEMPLOS DE COMPLEXIDADE DE TEMPO

Vamos tomar dois algoritmos de ordenagdo e analisar
a quantidade de certas operagoes que sdo executadas
por cada algoritmo:

* Primeiro Caso: Bubblesort (algoritmo da bolha)

* Segundo Caso: Selegdo Direta
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EXEMPLOS DE COMPLEXIDADE DE TEMPO

Bubblesort é o mais primitivo dos métodos de
ordenagdo de um vetor. A idéia é percorrer um vetor
de n posigoes n vezes, a cada vez comparando dois
elementos e trocando-os caso o primeiro seja maior

que o segundo.
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OrdenaBolha
I EEONS: fe )k, me X gh il ]
inicio
para i de 1 até n faga
para j de 2 até n faca
se (al[j-11>alj]) entao
ST T )i
ol [ e SEal AT
aljl € x;
fim se
fim para
fim para

fim
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Bubblesort

A comparagdo (afj-1]>afj]) vai ser executada n(n-1)
vezes. No caso de um vetor na ordem inversa, as
operagoes de atribui¢do poderdo ser executadas

até 3((n-1)+m-2)+ ...+2+1)=3n(n-1)/2 vezes, ja que
uma troca de elementos ndo significa que um dos
elementos trocados tenha encontrado o seu lugar

definitivo.
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EXEMPLOS DE COMPLEXIDADE DE TEMPO

Selecdo Direta é uma forma intuitiva de ordenar um
vetor. Primeiramente, escolhemos o menor elemento
do vetor e o trocamos de posi¢do com o primeiro.
Depois, comecamos do segundo e escolhemos
novamente o menor dentre os restantes e o trocamos

de posi¢do com o segundo e assim por diante.
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SelegdoDireta
LTI CCH EOMI et Xty tlcle LD
Inicio
para i1 de 1 até n-1 faca
R Sy
R ]
para j de i+l até n faca
se (al[jl<x) entéao
k € 3;
x € alkl;
fim se
fim para
alk] € a[i]l;
EY =5

Selecdo Direta

Neste algoritmo o numero de vezes que a comparag¢do
(afj] < x) é executada no pior caso é igual a (n-1)+(n-
2)+ .. +2+1=[nn-1)]/2.

O numero de trocas (afk] € afi]; afi] € x) realizado

no pior caso é igual a 2(n-1). O pior caso acontece

quando o maior elemento estd na primeira posigdo e o

fim para
fim restante ja esta ordenado.
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INTERPRETACAO INTERPRETACAO

Observe que os dois exemplos considerados foram
contabilizados os numeros de comparagées e de
trocas. Estes dois pardmetros _foram tomados como
critérios para comparar para comparar os dois

algoritmos de ordenagdo.
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Como ja foi dito, a unica forma de se poder comparar
dois algoritmos é descrevendo o seu comportamento
temporal/espacial em fungdo do tamanho do conjunto

de dados de entrada.
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Assim, se tomarmos as operagées de troca de valores
como critério para calcular a eficiéncia dos
algoritmos, podemos dizer que:

Custo Bubblesort

T(n) = 3n(n-1)/2= 1,5n° — 1,5n para o pior caso;
Custo Selegdo Direta

T(n)= 2(n-1)= 2n — 2 para o pior caso.
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Note que nos dois exemplos foram tomados como
medida de desempenho a quantidade de “operagées
de trocas”’, mas em andlise de algoritmos nos ndo nos

prendemos somente a este aspecto.
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COMPARACAO DE ALGORITMOS

Vamos supor que nos temos dois algoritmos a e b para a
solugdo de um problema. Se a complexidade de um é
expressa por T,(n) = n’ e a do outro por Ty(n) = 100.n.
Isto significa que o algoritmo a cresce quadraticamente
(uma pardbola) e que o algoritmo b cresce linearmente

(embora seja uma reta bem inclinada).
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x10

" T,(m)=n’

s P
R
—

of Ty = 100.n

0 50 100 150 200 250 300 350 400
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COMPARACAO DE ALGORITMOS

E interessante saber como o algoritmo se comporta
com uma quantidade de dados realistica para o
problema e o que acontece quanto esta quantidade
varia. A eficiéncia do algoritmo torna-se muito
importante quando o problema a ser resolvido é de
grande dimensdo, ou seja, problemas definidos por

grande quantidades de dados.
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TIPOS DE ANALISE

Nao estamos interessados somente no tempo de execu¢do
geral, estamos também interessados nos extremos:

Pior caso — significa o tempo mdximo de execugdo.

Caso médio — tempo médio de execugdo para todo tipo de
entrada possivel. Neste caso é necessdrio conhecer a
distribui¢do estatistica dos dados de entrada.

Melhor caso - resultado do menor tempo possivel.
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Pior Caso

Este método ¢ normalmente representado por O (). Se dissermos que
um determinado algoritmo ¢ representado por g(x) e a sua
complexidade Pior Caso € n, sera representada por g(x) = O(n).

Consiste basicamente em assumir o pior dos casos que podem
acontecer, sendo muito usado e sendo normalmente o mais facil de
determinar.

Exemplo:
Se existirem cinco baus, sendo que apenas um deles tem algo dentro e

os outros estdo vazios, a complexidade pior caso serd O(5), pois no pior

dos casos acerta-se o bal cheio na quinta tentativa.
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Melhor Caso
Representa-se por Q ().
Método que consiste em assumir que vai acontecer o melhor.
Pouco usado. Tem aplicagdo em poucos casos.
Exemplos:
Se tivermos uma lista de nimeros e quisermos encontrar algum deles

assume-se que a complexidade melhor caso ¢ Q (1), pois o nimero
pode estar logo na cabega da lista.
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Caso Médio

Representa-se por 0( ).

Este método ¢ o mais dificil de determinar, pois necessita de analise

estatistica e, portanto, de muitos testes. No entanto, ¢ muito usado, pois

¢ também o que representa mais corretamente a complexidade do

TIPOS DE ANALISE

Fregqiiéncia de utilizacdo de cada um dos casos:
* Pior caso — a maioria das vezes;

» Caso médio — algumas vezes, mas nem sempre é
possivel;

» Melhor caso — raramente utilizado — é bom para

algoritmo.
mostrar que o tempo minimo de um algoritmo é ruim.
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TIPOS DE ANALISE TIPOS DE ANALISE

# Em geral damos mais atencao a descoberta do
tempo de execucdo do pior caso, ou seja o
tempo de execucao mais longo para qualquer
entrada de tamanho n.

# Por que ?
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e Por que ?

# Razio 1: E um limite superior sobre o tempo de
execugao para qualquer entrada =¥ o algoritmo
nunca ird demorar mais tempo

® Razio 2: Para alguns algoritmos, o pior caso
ocorre com bastante freqiiéncia (ex. database)

o Razio 3: Muitas vezes, o caso médio ¢ tio ruim
quanto o pior caso (ex. lugar no subarranjo)
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Exemplo: Pesquisa Seqiiencial

* Problema: encontrar um valor especifico dentro de

uma seqiiéncia de valores.
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Algoritmo: Pesquisa Seqiiencial

1. melhor caso : T(n)=1 (quantidade de comparagées)

2. pior caso: T(n)=n

3. caso médio: T(n)=(n+1)/2

Tn)=1p(1) + 2 p(2) + 3p(3) + ..+ n p(w);

P(i) = 1/n se cada registro tem a mesma probabilidade de ser
selecionado.

Portanto T(n) = (1/n) (1+2+3+...+n) = (I/n) [(n+1)(n/2)] = (n+1)/2

Soma de uma progressdo aritmética: (a;+ a,)(n/2).
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Observagoes:

1. Em andlise de algoritmos normalmente nos
concentramos no tempo de execugdo do pior caso,
pois esta é a situagdo critica na execugdo de um

algoritmo.
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Observagoes:

2. Na vida real nés descobrimos que o tempo do caso
médio, embora seja bastante util conhecé-lo,
freqiientemente ndo é melhor que o pior caso. Sem
contar que o cdlculo do tempo para o caso médio

normalmente é bem mais complexo.
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COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha)

A andlise de complexidade local de um algoritmo
procura estimar seu tempo de execu¢do baseado na
quantidade operagdes primitivas que o algoritmo

executa.
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COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha)

A andlise é realizada para cada linha do algoritmo,
contabilizando o numero de operagdes primitivas.
Essa analise nos fornece uma fung¢do matemdtica
expressando o total de operagdes com base no
tamanho do problema (tamanho n) e o custo (valor

constante) de cada operagdo.
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COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha)

Exemplo: Algoritmo de ordenagdo por insergdo.

INSERTION-SORT(A) cast times
for j < 2ton cpoon
do key «— Al j] o2
= Insert Al § ] into the sorted sequence A1, j =11
i—=j-1 s
while i = hand Ali] = key s
do Ali + 1] «— Ali] e
i—i—1 7
Al 4 1] = key oy
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COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha)

Exemplo: Algoritmo de ordenagdo por insergdo.

n n
Tny = con+acn—1)y+egln—1)+cs i+ co Z“J -1

=2 5

n
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COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha)

Exemplo: Algoritmo de ordenagdo por inser¢do.

Best case: The armay is already soned.

* Always find that A[f] = key upon the first time the while loop test is run (when
f=j=1k

* Al are 1

+  Running time is
Tiny = op+tein =1 +ogin=11+esin—=1)+ogin=1)

= lop+orteop+os Foghn — e+ oy + 05 +05) .

+ Canexpress Tindasan 4+ b for constants @ and & (that depend on the statement

costs ¢ ) = Tin)is a linear function of n.
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COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha)

Exemplo: Algoritmo de ordenagdo por inser¢do.

e ke with all elements 1o the left of the jth position = compare

exils becowse §reaches [, there™s onme additional test alter
=j

Y=Y e Y=Y

EJI. EJ'""I;_,': 1 j—1h

%7 i known as an acithmetic series, and cquation (A1) shows that it equals
nmin+1)
2 C nin + 11
. Since Y {} ;} 1. it equals —— = |
2 jml -
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COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha)

Exemplo: Algoritmo de ordenagdo por inser¢do.

L] n=1
. . nin— 1}
* Letting k = j — 1. we see that le Iy = Z.(' =—
=2 k=1 =
= Running time is
nln + 1) N
Tiny = eom+tesin—li4egin—11+0s {f -1 )

nin = 1) nin =11
= (—‘} +iy (—‘} +ogin =11

{iitllijn-'-(r, Fotet+o -8 ‘IT'H'n}H

= = - 5

e S I S S St I
+ Cuan express Tim) asan® + bn 4 ¢ for constants a. b, e (that again depend on
statement costs) = T(nb is a quadraric function of n.
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COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha)

Exemplo: Algoritmo de ordenagdo por inser¢do.

e, the key in ALf] s less than half the elements in A[ 1., j — []and
ereater than the other half.
= Onaverage. the while loop has to look halfway through the sorted subarray
Al j = 1w decide where to drop key.

> il2.

Although the average-case running time is approximately half of the worst-case
running time, its sull a quadratic function of #.

o
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COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha)
Exemplo: Algoritmo de ordenagdo por insergdo.
Pior Caso. T(n)= an’+ bn + ¢

Caso Médio: T(n)= an’+ bn + ¢
Melhor Caso: T(n)=an + b

2
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COMPLEXIDADE ASSINTOTICA

A andlise assintotica de algoritmos é uma forma de
estimar o custo (tempo/espago) de um algoritmo com

base no comportamento assintotico de sua fung¢do

custo.

=
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COMPLEXIDADE ASSINTOTICA

Em andlise assintotica as constantes multiplicativas e
termos de menor ordem sdo ignorados e é adotada
uma notagdo matemdtica especifica para representar
a complexidade o algoritmo.

Exemplo: T(n)= 3n3+2n = O®3)

o
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COMPLEXIDADE ASSINTOTICA

Embora seja possivel encontrar outras abordagem
técnicas para andlise de algoritmos, a andlise

assintotica é abordagem mais utilizada e encontrada

na literatura.
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COMPLEXIDADE ASSINTOTICA

Uma tarefa freqiiente em andlise assintotica de
algoritmos é a comparagdo de fungdes matemdaticas.
Assim, é muito importante a familiarizagdo com
muitas dessas fungoes e as relagdes de comportamento

assintotico entre elas.
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Principais Fungées: Ilustragdo de algumas fun¢ées

que normalmente aparecem em andlise de algoritmos.

(3

65836 ¥
32meR | S
16384 R ne
B9z ! ’
4096 A /
2048 ! /
1024 ol niegy n
312 L
256 —~ -
128 = ' i
64 -
az ol
16 1
. p— 0g; n
b -
2
32 64 |28
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Exemplo: Considere 5 algoritmos A;a As, de complexidades

diferentes, para resolver um mesmo problema e suponha que

uma operagdo leva 1 ms para ser efetuada.

Asymptotic notation

O-notation (upper bounds):
A, A, A, A, As £
n : ; 3 : We write f(n) = O(g(n)) if there
AR VRl og I o ol et S e T exist constants ¢ > 0, 77, > 0 such
16 | 0016s 0.064s 0.256s 4s 1mas hat 0 <70 = coln) toralln >
32 | o0032s 0.16s 1s 33s 49 Dias that 0 = j\n) < cgin) tor allm = ng.
512 | 0512s 46s 4ma2s | 1Diat3h | (O
unesp & UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
Asymptotic notation Set definition of O-notation
O-notation (upper bounds): (O(a(n)) =  fin) : there exist constants )
ExampLe: 202 =0n) (¢=1,n,=2) ¢ b

that 0 < f{n) < cg(n)

forall n=>n, |

# A figura abaixo apresenta as funcoes f(n) e

g (n)onde f(n) =0 (g (n)

==

9

# Para todos os valores de n a direitade n,,, o
valor de f (n) estd em ou abaixo de g (n).

- i

— n

K fin) = Otgla))

Set definition of O-notation

ExameLe: 2n° € O(n?)




Example: 2n% = O (), withe = 1 and no = 2.
Examples of functions in O (n?):

!?2

n’+n

12 4+ 10000
100012 4 10008
Also,

n

n/1000

n 1.99999

2y
ne/lglglgn

Macro substitution

Convention: A set in a formula represents
an anonymous function in the set.
Examere:  f(n) = n® + O(n?)

means

fin)=n*+ h(n)
for some h(n) € O(n?) .

(2—notation (lower bounds)

O-notation is an upper-bound notation. It

# A figura abaixo apresenta as funcoes f(n) e
g (n) onde f (n) = Q(g (n)) |

Jlmy
makes no sense to say f(77) is at least O(n”). . e
Q(g(n)) = | fln) : there exist constants | .:

¢ =01, =10 such 'ﬁc{ "

. i) = Lipin
that 0 < cg(n) < f(n) S : T

> 1 | ® Fara todos os valores de n a direita de g, 0
for all » = L, Y. valor de f(n) estd em ou acima de g (n).
Example: /n = Q(lgn), withc = | and ny = 16.

Q(g(n)) = { fln) : there exist constants
¢ >0, n,> 0 such
that 0 < cg(n) < f(n)
foralln=n, |

Examrere: ~/n=Q(lgn)

Examples of functions in $2(n%):

2
n?
2
n+n
2
n-—n

100012 + 1000n
100012 — 1000

Also,

1
n

200001
2
n-lglglgn

22"




®-notation (tight bounds)

O(g(n)) =0 (g(n)) N Qg(n))

©-notation

O (g(n)) = {f(n) : there exist positive constants ¢y, ¢z, and ng such that

0<egin) < f(n) < cpg(n) foralln > ny} .

®-notation (tight bounds)

O(g(n)) =0 (g(n)) N Qg(n))

1 5 )
ExampLe: —n- —2n=0(n")

o A figura abaixo apresenta as fungoes f(n) e g
(n) onde f(n) = O(g (n)) N

o fim

o)

Ry

fimh= ENglal)

# Para todos os valores de n a direita de n,, 0
valor de f (n) reside em c,g (n) ouacima dele, e
em ¢,g (n) ou abaixo deste valor

Notacao o

# A notagio o indica um limite superior que nao é
assintoticamente restrito.

# Para uma dada fungao g (n) definimos o (g (1))
o conjunto de fungoes:

o (g (n))={f(n): para qualquer constante positiva
¢ > 0, existe uma constante n, > o tal que
o= f(n)<ecg(n)paratodonzn,}

Notacao o

® As definigoes da notacio O e da notacao o sao
semelhantes. A prineipal diferenca ¢ que em
Fin)=01{g (n)),olimitco = f(n)<eg(n)se
mantém vilido para alguma constante ¢ > o,

e Mas, em f(n)=o (g (n)), o limite
0 < f(n) < cg(n)évalido para todas as
conslantes ¢ = 0.

& Note que isto é exatamente o mesmo que a
defini¢io de O, exceto que “alguma constante”
foi trocado para “para todas”.




fn)

Notacdo o

Another view, probably easier to use: lim =0 . e -
g n—=00 g(n) # A notagio o indica um limite inferior que nao é
1.9999 ) assintoticamente restrito.
n = o(n")
s gl
n</lgn = o(n°) S -
n_a' —'Lo[nz' Giust like 2 £ 2) # Para uma dada funcio g (n) definimos (g (n))
) 7 i~ > -0 o conjunto de fungoes:
n= /1000 = o(n<)
g (n)={f(n) : para qualquer constante positiva
¢ > 0, existe uma constante n, >o tal que
o=zcg(n)<f(n)paratodonzn,;
A way to compare “sizes” of functions:
3 . . . (n) ~
Another view, again, probably easier to use: lim A =X 0 =
n—o0 g(n) Q ~~ >
2.0000 2 a -
.'1'1 7cufnjl (O =~ =
n-lgn = wn”)
o~
n® # w(n®) o = <
w =~ >

Comparisons of functions

Relational properties:
Transitivity:
Sy =Ogmand gln) = Gthin) = fin)=Ohin)).
Same for Q, 22, 0, and w.
Reflexivity:
finy =&ifin.
Same for @ and £2.
Symmetry:
fim)y =g ifand only if gtn) = & fn)).

Transpose symmetry:
Sy = Otgin) il and only if gln) = 2 (n)).
fin) = o(gin)if and only if gin) = wi fin)).

Comparisons:
+  f(n)is asymptotically smaller than g(n) it f(n) = o(g(n)).
*  f(n) is asymptotically larger than g(n) if f(n) = wig(n)).




Asymptotic notation in equations
When on right-hand side: O{n) stands for some anonymous function in the set
o(n’).

2n=43n+41 = 2o+ O {n)means 2n-+3n4 1 = 2n-4 fin) for some fin) € Sin).
In particular, fin)=3n+ L.

Limite Superior (Upper Bound)

Dado um problema, por exemplo, a multiplica¢do de duas
matrizes quadradas de ordem n (n*n). Conhecemos um
algoritmo para resolver este problema(pelo método trivial)
de complexidade O(n’). Sabemos assim que a complexidade
deste problema ndo deve superar O(n?), uma vez que existe

um algoritmo desta complexidade que o resolve.

=
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Limite Superior (Upper Bound)

O limite superior de um algoritmo pode mudar se alguém
descobrir um algoritmo melhor. Isso de fato aconteceu com o
algoritmo de Strassen que é de O(n °27). Assim o limite
superior do problema de multiplicag¢do de matrizes passou a
ser O(n 027). Qutros pesquisadores melhoraram ainda este
resultado. Atualmente, o melhor resultado é o de

Coppersmith e Winograd de O(n %37°).
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Limite Superior (Upper Bound)

O limite superior de um algoritmo é parecido com o recorde
mundial de uma modalidade de atletismo. Ela é estabelecida
pelo melhor atleta (algoritmo) do momento. Assim como o
recorde mundial o limite superior pode ser melhorado por

um algoritmo (atleta) mais veloz.

o
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Limite Inferior (Lower Bound)

As vezes é possivel demonstrar que para um dado
problema, qualquer que seja o algoritmo a ser usado, o
problema requer pelo menos um certo numero de operagaes.
Essa complexidade é chamada Limite Inferior (Lower
Bound). O limite inferior depende do problema, mas nédo do
particular algoritmo.

Usamos a letra Q para denotar um limite inferior.

o
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Limite Inferior (Lower Bound)

Para o problema de multiplicagdo de matrizes de
ordem n, apenas para ler os elementos das duas matrizes de

entrada leva O(n?). Assim uma cota inferior trivial é Q(n?).
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Limite Inferior (Lower Bound)

Na analogia anterior, um limite inferior de uma
modalidade de atletismo ndo dependeria mais do atleta.
Seria algum tempo minimo que a modalidade exige, qualquer
que seja o atleta.

Um limite inferior trivial para os 100 metros seria o
tempo que a velocidade da luz leva a percorrer 100 metros

no vdcuo.

2
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Limite Inferior (Lower Bound)

Se um algoritmo tem uma complexidade que é igual ao
limite inferior do problema entdo o algoritmo é otimo.

O algoritmo de CopperSmith e Winograd é
de O(n?37%), mas o limite inferior é de Q(n?). Portanto, ndo é
otimo. Pode ser que este limite superior possa ainda ser

melhorado.

=
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Exercicios

Prove que, para todas fungtes f,g: N — N,
(a) af(n) +b=0(f(n)) (a,b constantes).

o
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Exercicios

Prove que, para todas fungtes f,g: N — N,
(a) af(n) +b=0(f(n)) (a,b constantes).

Solugiio: Para resalver este item, precisamas assimir primeiro que f(n) & asdntoticaments
pesitiva, ol seja, que existe iy > 0 tal que f(n) > 0 para todo o = #,. Segundo, que af(n) b
& assintoticamente positiva, o que & equivalente a assumir que a > 0 e b > =a, dado que fin))
& azsintoticamente positiva,

Queremos mostrar que existem & > 0 e ng > 0 tais que 0 < af{n) + b < ef(n) paa todo
n = fg. Para todo n = ny, temos que f(n) = 1. Isso implica que af{n) + b= a+ b = 0 paral
todo 1 = . Tomando-se ¢ = a + b, temos que, para todon = ny,

af(n) +b<af(n)+ b < af(n)+ [b|f(n)=ecf(n),

pais nesse caso f(n) > 1 Portanto, tomando-se ¢ = a4+ b & ng = ny, temos que 0 <]

af(n)+b < ef(n) para todo n = ng, o que implica que af(n) + b= O(f(n)).
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Exercicios
Prove que, para todas fungoes f,g: N — N,
(b} O(f(n)) +O(f(n)) = O(f (n))-

o
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Exercicios
Prove que, para todas fungoes f,g: N — N,
(b} O(f(n)) +O(f(n)) = O(f (n))-

Solugio: Para provar este item, devemos mastrar que, para quaisquer funghes gln), hin) =
O f(n)), temes que gin) + h{n) = O f(n)).

Sejam g(r), in) = O(f(n)). Como gin),hin) = O{f(n), existem constantes ¢, > 0 e
ny,mz > 0 tads que 0 < g(n) < o fin), para todo n = ny, e 0 < hin) < e f(n), para toda
n = ng. Tomando-se & = & 4 & e ng = max{n,,nz}, temos que 0 < gin) + hin) < ef(n).
para todo 1 > me. Ou seja, gln) + hin) = O(f(n)).
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Exercicios
Sejan fin) @ gln) funghes asdntoticunente positivas. Prove ou desprove cada uma das seguintes
o ectiras.

{a) fin) = O(g(n)) implica que log{f(n)) = Kloglgln))), onde logig(n)) > 0 e fin) = 1 para
vodo n suficientemente grande,

2
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Exercicios

[a) fin) = Oig(n)) implica que log(fin)) = Ologlgin))), onde log(g(n)) > 0 & fin)
todo n suficientemente grande.

Solugio: Vamos provar que, se as fungdes forem inteiras, a conjectura & verdadelra,
Supanha que fin) = Oigir)). Isto sgnifica que existem constantes 0 ng > 0 tals
fin) < egpin) para wodo n > ng. Podemos asmir que = > 2 (caso e < 2, tome ¢ = 2 &,
evidentemente, a afimmacio acima continua vilida).

B L T p————

log(fin)) < loglegin) = loge+logigin)).

n suficdentemente grande ¢ gin) & uma fun
1o Ou seja, existe 5y > 0 tal que loglgin),

Além dissn, como logig(n
inteira, entdo gin) = 2 pa
para todo . = ny.

Toanermos entio o =
> g, LS QU

logi fin)) < Joge+loglgin)) < ‘_"_;+%J..=-,n_r,.,‘n < oy ogia(m)).

romjectura & falsa se omitinmos a hipdtese de que as fungies <o inteiras, Veja por exemplo
s o fumeies 2+ 2fn e gin) 1/n. Claramente fin) = O{g(n}), porém
Lty acx, loggl fim}h = scx Lol ()

=
UNESP ™ UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

Exercicios

Sejan fin) @ gin) fungies asdntoticunente positivas. Prove ou desprove cada wma das seguintes
ol ectiras.
(b} fin) = Olg(n)) implica que 2/(" = Q223),
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Exercicios

Sejan fin) @ gin) fungies asdntoticunente positivas. Prove ou desprove cada wma das seguintes
ol ectiras.
(b} fin) = Olg(n)) implica que 2/(" = Q223),

Solugiio: A conjectura acima & falsa. Tome, por exemplo, fin) = 2n e gin) = n. Eviden-
temente f(n) = Ogin)). No entanto, nio é verdade que 2% = O(2"). De fato, suponha
que 227 = O(2"), Isso significaria que existem constantes ¢ > 0 & ng > 0 tals que, para todo
T = Ty

2o o o

Dividindo os dois lados por 2°, obtemos que 2 < ¢ para tdo 1 = ng, o que & um absurdo,
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Recorréncia

o
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Recorréncia =

= “formula” que define uma funcao
em termos d’ela mesma

algoritmo recursivo que calcula uma funcdo

o
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Exemplo 1

1) =1
I'(n) = T(n=1)4+3n+2 paran=2734,...

Define fungdo T sobre inteiros positivos:

I'(n)
1

]
20
34
51
Tl

n B Wk e
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Resolver uma recorréncia =
= obter uma “formula fechada” para 1'(n)

[ metodo da substituicsio: |
“chute” formula & verifique por inducdo

Exemplo 1 (continuagao)
Eu acho que T(n) = 3n? + In - 4.
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Exemplo 1 (continuacdo)
Eu acho que T'(n) = 302 + In — 4.

verificacio:
Sen=1entio T(n)=1=34+7 4.
Tome n > 2 e suponha que a férmula esta certa
para n—1:
T'(n) 'n—1)43n42

B 3n-124Z(n-1)-4+3n+2
22-3n4+d+In-I-a43n+2

:'-;r:l‘! +-:Tgrr 4.

o
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Como adivinhei férmula fechada?
Arvore da recorréncia:

14 n — 1 niveis

(3n+2)+(3In=1)+- +84+T(1)

= an?+En—4
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Exemplo 2
T(1) = 1
'f'(n) = 2T(n/2)+7Tn+2 paran=2.3.45,...

Ndo & uma recorréncia! Nao faz senticdo!

o
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Exemplo 3

(1) 1
G(n)

{n)

1 1
2 18
4 66
8 100

16 494

Férmula fechada: Gi(n)=7?

o
unesp "% UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

2G(nf2)+Tn+2 paan=24,...2,..




Acho que  é da forma nlgn

n G(n) 6nlgn 7nlgn 8nlgn n?
1 1 [8] [4] 0 1
2 18 12 14 16 4
4 66 48 56 64 16
8 190 144 168 192 64

16 494 384 448 512 256
32 1214 960 1120 1280 1024
64 2878 2304 2688 3072 4096
128 6654 5376 6272 7168 16384
256 15102 12288 14336 16384 65536
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Acho que a formula fechada é
Gln)=Tnlgn+3n -2
para n=1,2.4,8,16....

Prova:
Sen=1lendo C(n)=1=7-1lgl+3.1-2.
Se n > 2 entdo
Gin) = 26G(5)4+Tn42
B 2(73105+35-2) +7n+2
= Tn(lgn—1)+3n-44+7Tn+2
= Tnlgn-=Tn+43n-247n

= Tnlgn+3n-2

=
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Como adivinhei férmula fechada?
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Arvore da recorréncia:

(1) (1) (1) Gi1)

total de 1+ lon niveis

o
unesp "% UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

o
unesp "% UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

Exemplo 3 (continuacia)

E mais facil mostrar que G(n) = O(nlgn).
WVaou provar que Cin) < 9nlgn

quando n = 2,4,8,16, ..,2

Prova: Sen=2, G(n) =18=9-2.192.
Senz4,

i(n) 20 (n

2 9(n/2)9(

= 2)+Tn+2
= On{lgn=1)+7Tn+2
= Onlgn=2n+2

Gnlgn  (polsn = 1)

Da linha 1 para 2 linha 2, a hipotese de induclo vake
pols 2
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Classe O da solucdo de uma recorréncia

Nio faco questdo de solucdo exata:
basta solu¢do aproximada

Exemplo (» & poténcia de 2):

G(1) =1
() 20(n/2)+Tn+2 paran=2

Solugdo exata (» @ poténcia de 2):

Gin)=Tnlgn+3n -2

2
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1
20n/2)+ ™ +2 paan>2

&
&

(1)
(n)

Solugdo aproximada:
(a'(ﬂ) = C}(H g H)

Em geral, ¢ mais facil obter ¢ provar solu¢do aproximada
que solucdo exata

=
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Dica pratica

A solucdo da recorréncia

T(1)
T'(n)

1
2T([n/2])+Tn4+2 paran=2345

es5td na mesma classe @ que a solugdo de

1
2T (n/2) +n paran=2

e na mesma classe © que a solucdo de

2T"(n/2)+n  paran=2%242
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Recorréncias com O do lado direito

A “recorréncia”

T'(n) =2T(n/2) + O(n)
representa todas as recorréncias da forma
T(n) = 2T(n/2) + F(n) em que F(n)= O(n)

Melhor:
representa todas as recorréncias do tipo

T'(n) = a paran=mng-1
T'(n) < 2T'([n/2])+en paran =ng

qaisquer que sejam a, ¢ >0 € ng >0
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Também representa todas as do tipo
T"'(n) = a paran= k=1

T"(n) < 27"(n/2)4cn para n =2k 20+1

quaisquer que sejam a, ¢ >0 ¢ k=0
As solucdes exatas vao depender de a, ¢, ng, k,

mas todas estardo na mesma classe O
(especificamente, em O(nlan))
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Exercicio A
Seja T a funcio definida peia recorréncia

T() = 1

T(n) T(n-1)+2n-2 PafAn=2,3,4,5,...
“Werifique gue a recomréngla & honesta, ou seja, de fato defing uma
funclo. A partir da drvore ¢a recorréncla, adivinhe uma boa
delimitacSo assintética para T'(n); d€ a resposta em notacde O.
Prove a delimitaclo pels mitoco da substituiclo.
Exercicio B
Resolva a recorréncia

T1) = 1

T(n) = Th-224+2n+1 paan=234.5,
Desenhe a drvore da recorrénca, DE 3 resposta em notagdo O.

Exercicio C
Resolva a recorréncia
T(1) 1
T(2) 2
T(n) = Tin—-2)+2n+1 pawran=345.6....
Exercicio D
Resolva a recorréncia
T(1) 1
T(n) T(n/2)+1 pa@n=2345 ..
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Exercicio E
Resolva a recorréncia
(1)

1
T(n) T(|n/2])+1 paran=2,3,4,5, ..

Exercicio F
Resolva a recorréncia
T(1)
T(n)

1
T(|n/2])+n paran=2,3,4,5,...

Exercicic G
Resolva a recorréncia

y = 1
T(n} = 20(|n/2)+n paran=2,3,4,5,...
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Exercicio H
Resolva a recorréncia

(1) = 1
I'(n) = 21([n/2]) +n para n =2,3,4,5....

=
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Recorréncias
#» Exemplos: Solugio
Ty = 1 se n=1
(m)= Tim—1)+1 se nx>l » H{n)=n
1 se n=1
T(my=
{2T(n/2)+n se nzl » T(m=nignin
0 se n=2
T(n)=
{T{JF)H se n>2 * Tn)=Ilglgn
1 se n=1
T(n)=
{T{n/})+T{2n/3)+n se nx>1 * Tn)=nlgn
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Método Mestre

# Fornece um processo de “livro de r s” para resolver
recorréncias da forma:
T(n) = alln/b)+fin)

onde a > 1 e b > 1 sio constantes e f{in) ¢ uma funcao
assintoticamente nao negativa

# A recorréncia acima, descreve o tempo de execucdo de
um algoritmo que divide um problema de tamanho n
em a subproblemas de tamanho n/b.

# O custo de dividir o problema e combinar os resultados
¢ deserito por fln)
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Método Mestre

# O custo de dividir o problema e combinar os
resultados ¢ descrito por fin)

# Interpretamos n/b com o significado de [ n/b
ou [n/bl.

# Entao, T(n) pode ser limitado assintoticamente
COMO VEremos a seguir . . .
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Método Mestre

1.sefin) = O(n"'s'" b ]I para alguma constante
e>0, entdo T(n) = @0 " ).

2, ge fln) = @), entdo T(n) = &(n""** Ig n).

3.se fln) = Q(n"*“"") para alguma constante
£>0, e se afin/b) < ¢fin) para alguma constante
c<1 e para todo n suficientemente grande, entio

T(n) = B(fin)).
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Método Mestre

» Nos trés casos estarr}us comparando a fungio
fAn) com a fungio n'***"

# A solugfo para a recorréncia é dada pela maior
das duas fungies:

» No caso 1 a fungfio n™*+* ¢ maior, entfio a solugfio
serd Tm)=0(n ™" )

» No caso 3 a funcdo fin) € maior, entdo a solugho serd
T(n) = ©(fn))

» No caso 2 as fungfes so de mesma dimensio, sendo
introduzido um fator lg n ¢ a solugio serd  T(n} =
@@ " lgn)=0(fin)ign)
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Método Mestre

* Atengdio! O teorema niio cobre todos os casos
possiveis,

. APenas aqueles em que f{n) € menor do que
1 “**“ por um fator polinomial e aqueles em que
fn) émaior do que 7'™*“ por um fator
polinpmial,

# Lacunas entre 0s casos 1 e 2 e entre 08 ¢asos 2 e
3 = o método ndo podera ser usado.

s
unesp "% UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

Resumo
# Definicao de recorréncias

® 2 métodos principais para resolver
recorréncias:
® suslituigao retrogradas
+ metoddo mestre

» Outros métodos:
» Método da substituicio

® Arvore de recursio
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Resumo

# Método Mestre:
# Usado para muitas recorréncias “dividir e
conquistar” da forma
T(n)=aTl(n/b) +f(n).
ondeaz1,b>1¢e f(n)>0

e Baseado no teorema mestre

& Compara n log, a versus [ (i)

o
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Idea of master theorem

Recursion tree:
flm) .
4

f(n/hy flwby - fin'h)

=gl

fin/b?) f(n/b=) -+ f(n/b-)
/
!

(1)

o
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Idea of master theorem

Recursion tree:

i ()
fin/b) fn/b)y --- fin/by— af(n/b)
f(n/b?) f(n/b?) -+ f(/h2) —rreeeat® [(/D7)
/
;
7(1)

o
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Idea of master theorem

Recursion tree:

f(n/by f(n/'h) - fby——af(n'bh)

o /M

f(n/b?) f(n/b?) - f(/b?) ———
!

——, i 077

(1)

2
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Idea of master theorem

Recursion tree:

........................................ (n)
f(n) o /
by flnhy - flnby———af(n/h)
F(n/b2) F(n/h2) ==+ Fn/BR) = a” fin/b?)
/
) #leaves = "
£ = glogpn :
T ) oot a nlozha T( 1)

= ”I“'_-J.ﬁ“

=
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ExX. T(n)=4T(n/2)+n
a=4,b=2=nve=p% f(n)=n.
CaskE 1: f(n)= O(n* %) fore = 1.
- T(n) = O30?).
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Ex. T(n)=4T(n/2)+ n*
a=4,b=2= noe=pn? f(n)=n
CASE 2: f/(n) = O(n*lg’n), that is, k= 0.
5 T(n) = O(n*lgn).
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Ex. T(n)=4T(n/2) + n’
a=4,b=2= nlotr=p; f(n)=n.
CASE 3: f(n)=Q(n* "®)fore =1
and 4(n/2)’ < cn’ (reg. cond.) for ¢ = 1/2.
oo T(n) = O37d).
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EX. T(n)=4T(n/2)+ n*/lgn
a=4,b=2= n =y f(n)=nrlgn.
Master method does not apply. In particular,
for every constant ¢ > 0, we have 7° = o(lgn).
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