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Análise e Projeto de Algoritmos
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“I think the design of efficient algorithms is somehow 
the core of computer science. It’s at the center of our 
field”.

Donald Knuth 

Objetivo do curso:

Enfatizar a eficiência como critério para projeto de 
algoritmos

Porquê o estudo da Complexidade?

Muitas vezes as pessoas quando começam a estudar 

algoritmos perguntam-se qual a necessidade de 

desenvolver novos algoritmos para problemas que já

têm solução. 

Porquê o estudo da Complexidade?

A performance é extremamente importante na Informática, pois 

existe uma necessidade constante de melhorar os algoritmos. 

Apesar de parecer contraditório, com o aumento da velocidade 

dos computadores, torna-se cada vez mais importante 

desenvolver algoritmos mais eficientes, devido ao aumento 

constante do "tamanho" dos problemas a serem resolvidos.
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Problema: 
• é simplesmente uma tarefa a ser executada; 
• é uma função ou associação de entradas com 
saídas. 

Algoritmo:
• é um método ou um processo usado para 
resolver um problema.

Programa:
• é uma instanciação de um algoritmo em uma 
linguagem de programação computacional.

Quando estudamos algoritmos, um aspecto que 

devemos considerar, além de sua correção, é a sua 

análise de eficiência. 

DEFINIÇÕES:

• A análise de algoritmos pode ser definida como o 
estudo da estimativa de recursos (tempo, espaço, etc) 
consumidos pelos algoritmos.

• Analisar um algoritmo significa prever os recursos  
que o algoritmo necessitará (Cormen, et al. 2001). 

• Análise de algoritmos significa, também, estimar o 
grau de dificuldade dos problemas. 

Análise de Algoritmos: Correção de algoritmos
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Correção de algoritmos Correção de algoritmos

Análise de Algoritmos: Análise de Algoritmos: empírica

Análise de Algoritmos: empírica Análise de Algoritmos: empírica
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Análise de Algoritmos: Estrutura de análise de algoritmos:

Estrutura de análise de algoritmos: Tamanho da entrada:

Tempo de execução: Eficiência de algoritmos:
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EM ANÁLISE DE ALGORITMOS ESTUDAMOS:

• O conceito de taxa de crescimento de funções;

• O conceito de limite superior e inferior de uma 
taxa de crescimento, e como estimar estes limites 
para um algoritmo ou problema; e 

• A diferença entre o custo de um algoritmo e o custo 
de um problema.

FERRAMENTAS MATEMÁTICAS EXIGIDAS:

• Análise Combinatória; 

• Teoria das probabilidades; 

• Destreza matemática: 

• Indução Matemática; 

• Séries e Produtórios; 

• Potências e Logaritmos, etc.

PARA QUE UTILIZAMOS A ANÁLISE DE 
ALGORITMOS? 

• Para saber se os algoritmos são viáveis; 

• Para saber qual é o melhor algoritmo para a 

resolução do problema; 

• Para projetar algoritmos mais eficientes.

CUSTO DO ALGORITMO 

Quando analisamos um algoritmo nós desejamos 

saber qual é o seu custo.

CUSTO DO ALGORITMO 

Para sabermos do custo nós necessitamos: 

• Prever a quantidade de recursos (memória -

complexidade de espaço, e tempo de execução -

complexidade de tempo); 

• Do modelo de tecnologia adotado para a sua 

implementação.

MODELO DE COMPUTAÇÃO 

Ao invés de escolher uma máquina particular, em 

relação a qual a eficiência dos algoritmos seria 

avaliada, é certamente mais conveniente utilizar-se de 

um modelo matemático de um computador.
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MODELO DE COMPUTAÇÃO 

Modelo adotado: (modelo RAM)

• as operações são todas executadas 

seqüencialmente; 

• a execução de toda e qualquer operação toma 

uma unidade de tempo; 

• a memória é infinita.

TEMPO DE EXECUÇÃO 

O tempo de execução de um algoritmo sobre uma 

particular entrada de dados é o número de operações 

primitivas ou passos executados. 

Exemplos de operações: adição, subtração, 

multiplicação, comparação, ...

TEMPO DE EXECUÇÃO

O tempo de execução (custo) é expresso em função 

do tamanho da entrada de dados. 

Custo = T(n): é a medida de tempo necessário para 

executar um algoritmo para um problema de 

tamanho n. 

EXEMPLOS DE COMPLEXIDADE DE TEMPO 

Vamos tomar dois algoritmos de ordenação e analisar 

a quantidade de certas operações que são executadas 

por cada algoritmo:

• Primeiro Caso: Bubblesort (algoritmo da bolha) 

• Segundo Caso: Seleção Direta

EXEMPLOS DE COMPLEXIDADE DE TEMPO 

Bubblesort é o mais primitivo dos métodos de 

ordenação de um vetor. A idéia é percorrer um vetor 

de n posições n vezes, a cada vez comparando dois 

elementos e trocando-os caso o primeiro seja maior 

que o segundo. 

OrdenaBolha 
Inteiro i, j, x , a[n] 

inicio
para i de 1 até n faça 

para j de 2 até n faça
se (a[j-1]>a[j]) então 

x a[j-1]; 
a[j-1] a[j]; 
a[j] x; 

fim se
fim para

fim para 
fim
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Bubblesort

A comparação (a[j-1]>a[j]) vai ser executada n(n-1) 

vezes. No caso de um vetor na ordem inversa, as 

operações de atribuição poderão ser executadas

até 3((n-1)+(n-2)+ ...+2+1)=3n(n-1)/2 vezes, já que 

uma troca de elementos não significa que um dos 

elementos trocados tenha encontrado o seu lugar 

definitivo. 

EXEMPLOS DE COMPLEXIDADE DE TEMPO 

Seleção Direta é uma forma intuitiva de ordenar um 

vetor.  Primeiramente, escolhemos o menor elemento 

do vetor e o trocamos de posição com o primeiro. 

Depois, começamos do segundo e escolhemos 

novamente o menor dentre os restantes e o trocamos 

de posição com o segundo e assim por diante. 

SeleçãoDireta 
Inteiro i, j, x , a[n] 

Inicio 
para i de 1 até n-1 faça

k i; 
x a[i]; 
para j de i+1 até n faça 

se (a[j]<x) então 
k j; 
x a[k]; 

fim se
fim para
a[k] a[i]; 
a[i] x; 

fim para 
fim

Seleção Direta

Neste algoritmo o número de vezes que a comparação 

(a[j] < x) é executada no pior caso é igual a (n-1)+(n-

2)+ ...+2+1=[n(n-1)]/2. 

O número de trocas (a[k] a[i]; a[i] x) realizado 

no pior caso é igual a 2(n-1). O pior caso acontece 

quando o maior elemento está na primeira posição e o 

restante já está ordenado.

INTERPRETAÇÃO

Observe que os dois exemplos considerados foram 

contabilizados os números de comparações e de 

trocas. Estes dois parâmetros foram tomados como 

critérios para comparar para comparar os dois 

algoritmos de ordenação. 

INTERPRETAÇÃO 

Como já foi dito, a única forma de se poder comparar 

dois algoritmos é descrevendo o seu comportamento 

temporal/espacial em função do tamanho do conjunto 

de dados de entrada. 
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Assim, se tomarmos as operações de troca de valores 

como critério para calcular a eficiência dos 

algoritmos, podemos dizer que: 

Custo Bubblesort

T(n) = 3n(n-1)/2= 1,5n2 – 1,5n para o pior caso; 

Custo Seleção Direta

T(n)= 2(n-1)= 2n – 2 para o pior caso. 

Note que nos dois exemplos foram tomados como 

medida de desempenho a quantidade de “operações 

de trocas”, mas em análise de algoritmos nós não nos 

prendemos somente a este aspecto. 

COMPARAÇÃO DE ALGORITMOS

Vamos supor que nós temos dois algoritmos a e b para a 

solução de um problema. Se a complexidade de um é

expressa por Ta(n) = n2 e a do outro  por Tb(n) = 100.n.  

Isto significa que o algoritmo a cresce quadraticamente

(uma parábola) e que o algoritmo b cresce linearmente

(embora seja uma reta bem inclinada). 
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Ta(n) = n2

Tb(n) = 100.n

COMPARAÇÃO DE ALGORITMOS

É interessante saber como o algoritmo se comporta 

com uma quantidade de dados realística para o 

problema e o que acontece quanto esta quantidade 

varia. A eficiência do algoritmo torna-se muito 

importante quando o problema a ser resolvido é de 

grande dimensão, ou seja, problemas definidos por 

grande quantidades de dados.

TIPOS DE ANÁLISE

Não estamos interessados somente no tempo de execução 

geral, estamos também interessados nos extremos: 

Pior caso – significa o tempo máximo de execução. 

Caso médio – tempo médio de execução para todo tipo de 

entrada possível. Neste caso é necessário conhecer a 

distribuição estatística dos dados de entrada.

Melhor caso - resultado do menor tempo possível. 
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Pior Caso

Este método é normalmente representado por O ( ). Se dissermos que 
um determinado algoritmo é representado por g(x) e a sua 
complexidade Pior Caso é n, será representada por g(x) = O(n).

Consiste basicamente em assumir o pior dos casos que podem 
acontecer, sendo muito usado e sendo normalmente o mais fácil de 
determinar.

Exemplo: 
Se existirem cinco baús, sendo que apenas um deles tem algo dentro e 
os outros estão vazios, a complexidade pior caso será O(5), pois no pior 
dos casos acerta-se o baú cheio na quinta tentativa. 

Melhor Caso

Representa-se por Ω ( ).

Método que consiste em assumir que vai acontecer o melhor. 

Pouco usado. Tem aplicação em poucos casos.

Exemplos: 
Se tivermos uma lista de números e quisermos encontrar algum deles 
assume-se que a complexidade melhor caso é Ω (1), pois o número 
pode estar logo na cabeça da lista.

Caso Médio

Representa-se por θ( ).

Este método é o mais difícil de determinar, pois necessita de análise 

estatística e, portanto, de muitos testes. No entanto, é muito usado, pois 

é também o que representa mais corretamente a complexidade do 

algoritmo.

TIPOS DE ANÁLISE

Freqüência de utilização de cada um dos casos: 

• Pior caso – a maioria das vezes; 

• Caso médio – algumas vezes, mas nem sempre é

possível; 

• Melhor caso – raramente utilizado – é bom para 

mostrar que o tempo mínimo de um algoritmo é ruim. 

TIPOS DE ANÁLISE TIPOS DE ANÁLISE
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Exemplo: Pesquisa Seqüencial

• Problema: encontrar um valor específico dentro de 

uma seqüência de valores. 

Algoritmo: Pesquisa Seqüencial 

1. melhor caso : T(n)=1 (quantidade de comparações)

2. pior caso: T(n)= n

3. caso médio: T(n)=(n+1)/2 

T(n)= 1 p(1) + 2 p(2) + 3 p(3) + ...+ n p(n); 

P(i) = 1/n se cada registro tem a mesma probabilidade de ser 

selecionado. 

Portanto T(n) = (1/n) (1+2+3+...+n) = (1/n) [(n+1)(n/2)] = (n+1)/2 

Soma de uma progressão aritmética: (a1+ an)(n/2). 

Observações:

1. Em análise de algoritmos normalmente nos 

concentramos no tempo de execução do pior caso, 

pois esta é a situação crítica na execução de um 

algoritmo.

Observações:

2. Na vida real nós descobrimos que o tempo do caso 

médio, embora seja bastante útil conhecê-lo, 

freqüentemente não é melhor que o pior caso. Sem 

contar que o cálculo do tempo para o caso médio 

normalmente é bem mais complexo. 

COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha)

A análise de complexidade local de um algoritmo 

procura estimar seu tempo de execução baseado na 

quantidade operações primitivas que o algoritmo 

executa. 

COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha) 

A análise é realizada para cada linha do algoritmo, 

contabilizando o número de operações primitivas. 

Essa análise nos fornece uma função matemática 

expressando o total de operações com base no 

tamanho do problema (tamanho n) e o custo (valor 

constante) de cada operação. 
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COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha) 

Exemplo: Algoritmo de ordenação por inserção. 

COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha) 

Exemplo: Algoritmo de ordenação por inserção. 

COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha) 

Exemplo: Algoritmo de ordenação por inserção. 

COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha) 

Exemplo: Algoritmo de ordenação por inserção. 

COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha) 

Exemplo: Algoritmo de ordenação por inserção. 

COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha) 

Exemplo: Algoritmo de ordenação por inserção. 
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COMPLEXIDADE LOCAL (linha por linha) 

Exemplo: Algoritmo de ordenação por inserção. 

Pior Caso: T(n)= an2+ bn + c

Caso Médio: T(n)= an2+ bn + c

Melhor Caso: T(n)= an + b

COMPLEXIDADE ASSINTÓTICA

A análise assintótica de algoritmos é uma forma de 

estimar o custo (tempo/espaço) de um algoritmo com 

base no comportamento assintótico de sua função 

custo. 

COMPLEXIDADE ASSINTÓTICA

Em análise assintótica as constantes multiplicativas e 

termos de menor ordem são ignorados e é adotada 

uma notação matemática específica para representar 

a complexidade o algoritmo. 

Exemplo: T(n)= 3n3+2n = Θ(n3) 

COMPLEXIDADE ASSINTÓTICA

Embora seja possível encontrar outras abordagem 

técnicas para análise de algoritmos, a análise 

assintótica é abordagem mais utilizada e encontrada 

na literatura. 

COMPLEXIDADE ASSINTÓTICA

Uma tarefa freqüente em análise assintótica de 

algoritmos é a comparação de funções matemáticas. 

Assim, é muito importante a familiarização com 

muitas dessas funções e as relações de comportamento 

assintótico entre elas.

Principais Funções: Ilustração de algumas funções 

que normalmente aparecem em análise de algoritmos.
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Exemplo: Considere 5 algoritmos A1 a A5, de complexidades 

diferentes, para resolver um mesmo problema e suponha que 

uma operação leva 1 ms para ser efetuada.

10141

Séculos1 Dia 13h4m22s4.6s0.512s512

49 Dias33s1s0.16s0.032s32
1m4s4s0.256s0.064s0.016s16

A5

T5(n)=2n

A4

T4(n)=n3

A3

T3(n)=n2

A2

T2(n)=nlog n

A1

T1(n)= n
n
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Limite Superior (Upper Bound)

Dado um problema, por exemplo, a multiplicação de duas 

matrizes quadradas de ordem n (n*n). Conhecemos um 

algoritmo para resolver este problema(pelo método trivial) 

de complexidade O(n3). Sabemos assim que a complexidade 

deste problema não deve superar O(n3), uma vez que existe 

um algoritmo desta complexidade que o resolve. 

Limite Superior (Upper Bound)

O limite superior de um algoritmo pode mudar se alguém 

descobrir um algoritmo melhor. Isso de fato aconteceu com o 

algoritmo de Strassen que é de O(n log 7). Assim o limite 

superior do problema de multiplicação de matrizes passou a 

ser O(n log 7). Outros pesquisadores melhoraram ainda este 

resultado. Atualmente, o melhor resultado é o de 

Coppersmith e Winograd de O(n 2.376).

Limite Superior (Upper Bound)

O limite superior de um algoritmo é parecido com o recorde 

mundial de uma modalidade de atletismo. Ela é estabelecida 

pelo melhor atleta (algoritmo) do momento. Assim como o 

recorde mundial o limite superior pode ser melhorado por

um algoritmo (atleta) mais veloz.

Limite Inferior (Lower Bound)

Às vezes é possível demonstrar que para um dado 

problema, qualquer que seja o algoritmo a ser usado, o 

problema requer pelo menos um certo número de operações. 

Essa complexidade é chamada Limite Inferior (Lower

Bound). O limite inferior depende do problema, mas não do 

particular algoritmo. 

Usamos a letra Ω para denotar um limite inferior.

Limite Inferior (Lower Bound)

Para o problema de multiplicação de matrizes de 

ordem n, apenas para ler os elementos das duas matrizes de 

entrada leva O(n2). Assim uma cota inferior trivial é Ω(n2).
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Limite Inferior (Lower Bound)

Na analogia anterior, um limite inferior de uma 

modalidade de atletismo não dependeria mais do atleta. 

Seria algum tempo mínimo que a modalidade exige, qualquer 

que seja o atleta. 

Um limite inferior trivial para os 100 metros seria o 

tempo que a velocidade da luz leva a percorrer 100 metros 

no vácuo.

Limite Inferior (Lower Bound)

Se um algoritmo tem uma complexidade que é igual ao 

limite inferior do problema então o algoritmo é ótimo.

O algoritmo de CopperSmith e Winograd é

de O(n2.376), mas o limite inferior é de Ω(n2). Portanto, não é

ótimo. Pode ser que este limite superior possa ainda ser 

melhorado.

Exercícios Exercícios

Exercícios Exercícios



Departamento de Computação - DCo 19

Exercícios Exercícios

Exercícios Exercícios

Recorrência
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