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Capitulo 1

Aproximacao em Espacos

Lineares

1.1 Melhor Aproximacao em Espacos Lineares

Normados

Seja ' um espaco linear dado. Introduzimos em F' uma distancia, isto
é, para qualquer par de elementos f,g de F' colocamos em correspondéncia
o nimero p(f, g), que satisfaz as seguintes exigéncias:

1) p(f,g) > 0 e a igualdade vale se, e somente se, f = g,

2) p(f9) = p(g, f) (simetria),

3) o(f,9) < p(f,h) + p(h, g) para todo f,g,h € F.

Quando introduzimos uma distancia a um espago linear temos um espaco
linear métrico.

Formularemos o problema de aproximacao em um espaco linear métrico
F.

Sejam o, . . ., @, elementos arbitrarios linearmente independentes de F'.
Denotemos por 2, o conjunto de todas as combinagoes lineares de {py}7r_.,
isto &,

n
Q, = {Z arpr : (ag,...,a,) € R"+1} )
k=0

A quantidade

p(f. ) =it {p(f, @) : ¢ €},

3
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¢ chamada de melhor aprorimacgao de f por elementos de €2,. Se existe um
elemento ¢ de 2, para o qual a igualdade acima é atingida, isto é, para o
qual,

p(fsep) =mf{p(f, ) = ¢ €},

este elemento ¢ é chamado elemento da melhor aprozimagao de f.

Depois dessa formulacao do problema de aproximagao, surgem as seguintes

questoes basicas:

e Existe o elemento da melhor aproximagao?

e Se tal elemento existe, é tinico?

e Como pode ser construido o elemento da melhor aproximagao?

Existe uma grande classe de espagos lineares métricos, onde a resposta
da questao sobre a existéncia do elemento da melhor aproximacao pode ser
encontrada. Esses espacos sao chamados espacos lineares normados. Vamos
relembrar brevemente a definicao de espaco normado.

Seja F' um espaco linear. Dizemos que em F' é introduzida uma norma se,
para todo elemento f de F', é colocado em correspondéncia um ntamero || f||
(chamado normade f) e essa correspondéncia satisfaz as seguintes exigéncias:

1) ||fIl = 0 (a igualdade vale se, e somente se, f = 0);

2) IAfIF = [Alllf]| para todo A;

3) If + gll <[] + llgll para todo f,g € F.

Um espaco linear onde ¢é introduzida uma norma, ¢ chamado de espaco
linear normado.

Toda norma || - || origina uma distancia da seguinte maneira:

p(f,9) = If — gl

Nao é dificil verificar que a distancia p(f,g) assim definida realmente
satisfaz as propriedades citadas acima. Deixaremos essa verificacao como

exercicio.

Toda norma em F' pode ser considerada como funcao de f, definida em
F.

Teorema 1 A norma € uma funcdo continua em relagdo a distdncia, origi-

nada por ela.
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Demonstragao. Primeiro, provaremos a desigualdade

A= Mlglll < [1f = gll

De fato,
Il =1f=g+gl <If =gl +llgl

e, daf segue que | f|| =gl < |[f —gll. Analogamente, [|g|[—[|f]| < llg—fIl =
If = gll-

Vamos mostrar que || - || € uma fungao continua de f. Sejae > 0e § = e.

Entéo, se g é tal que p(f,g) <o

WA= Nglll <1 f =gl = p(f,9) < e

Logo, || - || ¢ uma funcao continua de f.

Consideraremos o espaco linear

Rn:{f:(fl,,fn) . fl,...,f,LGR}.

de vetores reais.

Teorema 2 Toda norma em IR™ é uma funcao continua com relacao as co-

ordenadas do elemento.
Demonstragao. Denotemos por
e, =(0,...,0,1,0,...,0), k=1,...,n,

os vetores base em IR". Entdo, todo vetor f = (f1,..., f,) de IR" pode ser

escrito da forma f = fie; + --- f,e, e, consequentemente,
LA =gl T<F =gl = 1220 = gdesll < D2 1fi — gillledll.
i=1 i=1
Entao, se fi=g¢g;, i, k=1,....,n, i #k

A= 1glll < [fe = grlllex]
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Assim, a norma é uma funcao de Lipschitz com relacao a k-ésima coor-
denada. Logo, é uma funcao continua com relacao as suas coordenadas.

]

Em um espaco linear F' podem ser introduzidas normas de maneiras difer-

entes. Por exemplo, em IR" usam-se frequentemente as normas:

[flloe = max [fi],

1<i<n

Ul = Al 1l
n 1/2

Il = (Zf?) |
=1

A 1ltima norma é chamada Euclideana, pois ela determina a distancia
de Euclides

n

i5i9) = 11 = alle = {00 —gk>2}m_

k=1
Defini¢ao 1 Dizemos que duas normas v(f) e p(f) sao equivalentes em F,

se existem numeros positivos m e M, tais que

mu(f) <v(f) < Mu(f)

para toda f € F.
Teorema 3 Quaisquer duas normas em IR" sdo equivalentes.

Demonstracdo. E suficiente provar que toda norma v ¢ equivalente a
norma de Euclides || - ||2. Para isso, introduzimos a esfera com raio um em
Rn
’ n
S = {(fl,,fn) : fo: 1}.
i=1
S é um conjunto limitado. Além disso, de acordo com o Teorema (2),
v(f) =v(fi,..., fn) é funcdo continua de f;, —oo < f; < co. Pelo teorema

de Weierstrass, v(f) atinge o seu valor minimo em S. Consequentemente,

existe um elemento f* de S, tal que

m:=inf{v(f) : (f1,...,fn) €S} =v(f).

Obviamente m > 0. Além disso, m > 0. De fato, a hipotese m = 0

implica em v(f*) = 0 e, consequentemente, f* =0, isto &, f{ =--- = f* =0,
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uma contradicdo com o fato que f* € S.
Entao, v(f) > m > 0 para toda f € S.
Seja f um elemento nao nulo de F. Entao, f/| f||2 € S e de acordo com

inequacao que acabamos de provar, temos

(L o [
)= (T I01e) = Ut () 2wl

Provamos que m||f|lo < v(f) para todo f € F.

Analogamente, escolhendo

M :=sup{v(f) : (fi,.o fn) €5},

obtemos
v(f) < M| f|la para todo f € F.

Corolario 1 Toda esfera S, = {(f1,...,fn) : ||f]| <r < oo} em R™ é um

conjunto limitado e fechado.

Demonstragdo. Seja f um elemento da esfera S.. Entao, ||f]] < r e,

consequentemente, existe uma constante M tal que ||f|lcc < Mr. Segue,

entao a inequagao |f;| < Mr, que mostra que o conjunto S, é limitado.
Mostraremos que S, é fechado. Seja {f™} uma sequéncia arbitraria de

elementos f € S,, que converge para algum elemento ¢ de IR". Temos que

gl < I1F™ = g+ £ < [1£% = gl + |LF™]].

Seja n — oo. Como ||f™]| < r, obtemos que

lall < I1F™1 <7,

que mostra que g € S,. Entao S, é um conjunto fechado.
[

Teorema 4 Seja F' um espacgo linear normado. Sejam ¢, . .., ¢, elementos
linearmente independentes de F' e (), o subespaco formado por eles. Entao,
para todo f € F existe um elemento da melhor aproximacao de €2, em relacao

a distancia, originada pela norma em F.
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Demonstracao. Seja ¢ € Q, tal que ||| > 2| f|| =: r. Entao

I1F =l = llell = (LA > 20 £ = (LA = A1 = [1f = Ol = En(f)-

Consequentemente,

nf{[lf — el = ¢ €Qu} =mi{[lf — ol el <7} = inf [f -l

Por outro lado ||f — ¢|| é uma fungdo continua dos coeficientes ay, . . ., a,

de ¢ e S, é um conjunto limitado e fechado. Pelo teorema de Weierstrass

inf |f — | =min|f—¢|=|f-
nf |lf = oll = min If — ol = I =&
para algum ¢y € €,.

Definicao 2 Dizemos que o espagco normado F ¢ estritamente normado se

a iqualdade

1F + gl = 1l FIF+ gl

implica que os elementos f e g sao linearmente dependentes.

Teorema 5 Se F' ¢ estritamente normado entao, para todo f € F, existe

um unico elemento da melhor aproximacao de €1,,.

Demonstracao. Suponhamos o contrario. Entao, existem f € F e ele-

mentos p e g de €),, para os quais

If =l =IIf —qll = Eo(f) :=inf {[[f =l : »€Q}

e p # q. Por outro lado,

17220 = 21—+ (=0l < 51—l + 17 —al) = Baf)- (L11)

Pela definicdo da melhor aproximacao, temos || f — (p + q)/2|| > E.(f).
Entao, em (1) temos somente igualdades. Em particular,
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|(f =p)+(f =Dl =If —pll +f —all

Como F' é estritamente normado, temos que f —p = a(f — ¢). Vamos
analisar dois casos.
e Se a = 1 essa igualdade implica que p = ¢q. Contradicao!
e Se a # 1, temos f = (p — aq)/(1 — ) e, consequentemente, f € €2, o
que implica que f é o Gnico elemento que melhor aproxima ele mesmo(f), ou

seja, f=p=q. Contradi¢do novamente.

1.2 Aproximacao em Espacos de Hilbert

1.2.1 Aproximacao em Espacos de Hilbert com Dimen-
sao Finita

O espaco linear H é chamado espaco de Hilbert se H é um espaco linear

completo com produto interno, ou seja, para quaisquer dois elementos f, g de

H definimos o produto interno < f, g > como sendo um nimero que satisfaz

as seguintes condigoes

< f,f>>0,e<f,f>=0& f=0,

2) < f,g>=<g,f>,
3) <af+pg,h>=a< fh>+F<g,h>.

Consideraremos somente o caso em que < f,g > é um numero real.
Todo espaco de Hilbert pode ser normado pois nele pode ser introduzida

uma norma da seguinte maneira

Il =y < fo f > (1.2.2)

Para verificar que (1.2.2) é realmente uma norma em H, provaremos

algumas propriedades de produto interno.

Lema 1 (Desigualdade de Cauchy-Schwartz) Para quaisquer dois ele-
mentos f e g do espaco de Hilbert H, vale a desigualdade
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[ <fg>1<(<ff>)(<g.9>)",
onde a igualdade vale se, e somente se, f e g sao linearmente dependentes.
Demonstracao. Para todo niimero real A temos
<f=X, f=Ag>=<[f,f>-2N<f,g>+\ <g,g>>0.

Esta expressao ¢ um polindmio do segundo grau em A. Consequente-

mente, seu discriminante é nao-positivo, isto é

< flg>]P<<f.f><g,9>.

A desigualdade esta provada.
Para provarmos a igualdade, tomemos h = f — Ag onde \ € IR, entao

<hh>=0&<f-Ag,f—Ag>=0&f—-Ag=0& f=)g.

Portanto, f e g sao L.D.

n
Lema 2 (Desigualdade triangular) Para quaisquer f e g de H temos
J<Ftaf+g><\<ff>+V<g.9> (1.2.3)

onde a 1qualdade vale se, e somente se, f e g sao linearmente dependentes.
Demonstracao. Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz obtemos

<fH+gf+tg> = <f,f>+2<fg>+<g,9>

< <fif>H2<ff><g9>+<g9>

- [V<ri>+v=aas),

o que implica em (1.2.3). A igualdade é atingida se, e somente se,

< fg>P=<f.f><g,9>.

Mas, como ja observamos, isto é verdade somente quando f e g sao li-

nearmente dependentes.
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Corolario 2 Se H ¢ um espaco de Hilbert, entao

Il =< ff>
€ uma norma em H.

Assim, a norma 1.2.2 gera a distancia

p(f.9) = If —gl =< f—9.f—g>

Daqui por diante, quando falarmos em espaco de Hilbert, vamos admitir
que este espaco ¢ normado e métrico pelos resultados descrito acima.

Sejam @q, 1, ..., @, vetores arbitrarios L.I. de H. Denotemos por

Q, = {Z a;p; : (ag,...,a,) € ]R”H}.
i=0

o espaco gerado por ¢;, 1 =0,1,...,n.
A quantidade

1f = pll = inf{llf — ¢l : ¢ € A}

é chamada de Melhor Aproximacao de f por elementos de €2,,. Se existe um
elemento ¢, de (), para o qual a igualdade acima é atingida, este elemento é
chamado de elemento da melhor aprozimacao de f.

Dizemos que f é ortogonal a g e escrevemos f L g, se < f,g >= 0.

Teorema 6 Sejam H um espaco de Hilbert e f € H. O elemento p de (), €
o elemento de melhor aproximacao para [ por elementos de §2, se, e somente
se,

< f—=p,o>=0 para todo v de €,. (1.2.4)

Demonstracao. Vamos supor que p é o elemento da melhor aproximacao,

isto &,
If =pll=mf{ [[f —¢l : ¢ €} =enl(f)

Entao, para qualquer ¢ € €, e ¢ # 0, a funcao
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r(A) = [[f —p+ Xl =<f—p+Ao, f—p+Ap>
= a()+2A<f-p o>+ <p,p>

tem ponto de minimo para A = 0. Isto implica em 7/(0) = 0. Mas 7'(0) =
2 < f —p,p >. Consequentemente, < f — p, ¢ >= 0 para todo p € (Q,.

Reciprocamente, vamos supor que p € (1, satisfaz as condi¢oes de or-
togonalidade (1.2.4). Seja ¢ qualquer outro elemento de €2,. Entdo, § :=
p — p € (), e, portanto,

If=¢l? = If=p+p—wlP=<f-p+6f—p+di>
= [If=pll+2<f—pd>+|0
= |If = pl> +16]* (pois(f —p) L)
> ||f —pl*

Aqui, se p satisfaz (1.2.4), entao
If = pll < |If — [l para todo ¢ € Q.

Além disso, a igualdade é atingida somente para 6 = 0, isto é, para ¢ = p.
[
Agora, construiremos o elemento de melhor aproximacao de f usando a

caracterizacao (1.2.4). Procuraremos p da forma

P = aopo + a11 + ... + ApPn.

Desde que (f —p) L ¢; para i = 0,1,...,n, entdo os coeficientes {a;}

satisfazem as condigoes

ap < @o,p0 > + a1 <p1,p0> +.ooot an < @p0> = < fop0 >
ag < o, 1> + a1 <P, 1> Fooot A <O, > = < fio1 >
ag < ©o,0n > + @1 <P, > Fooit Ay < Onyon > = < foon >

(1.2.5)
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que é um sistema linear de n + 1 equacoes com n + 1 incognitas. Denotemos

por D(pg, ..., p,) 0 seu determinante,
< o, Yo > <Y1, > .. < Pp, P >
<@o,p1 > <PLYr> ... < Pn,P1>
D(go,...,¢n) = det : : : .
<<100a%0n> <g01780n> <%0n7gon>
Este é o determinante de Gram, que ¢é diferente de zero pois ¢q, . . ., @, sao

linearmente independentes. Consequentemente, o sistema (1.2.5) tem uma
unica solucgao ay, . . . , a,. Entao, o calculo do elemento de melhor aproximagao
em um espaco de Hilbert se reduz a soluc¢do do sistema (1.2.5).

A solugao do sistema (1.2.5) pode ser facilitada se a base @, ..., @, é
ortogonal. Sabemos que em todo espaco linear existe uma base ortogonal,
entao suponhamos que ¢y, ..., ¢, seja esta base, isto ¢, < ¢;, p; >= 0 para
i # j. Entao, (1.2.5)se reduz a forma

ar < i, pp >=< f,o1 >, k=0,...,n,

de onde obtemos

< >
I (L. A S (1.2.6)
< @Yk, Pr >
Assim provamos o seguinte teorema.
Teorema 7 Seja @y, ..., p, um sistema ortogonal. Entao, o elemento p de

melhor aproximacao de f € H por elementos de €2, € dado pela formula

-~ < f’ Pr >
b= - %k
,; < Yk, Pk >
Vamos obter uma expressao para o erro ,(f) = ||f — p||. Temos que

Si(f) :<f_p>f_p>:< f7f>_<p7f>

onde (f —p) L p.
Por esta igualdade, representando p da forma p = agpg + ... + apn,

obtemos a relacao
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a0 < Por > a1 < o1, f >4t an < on, f>=< [, f > —€X(f).

Usando esta relacao junto com o sistema (1.2.5) formamos um sistema
homogéneo de n+2 equagoes lineares com relacdo a (ag, ay, .. .,a,,1). Desde
que este sistema tem solucao nao-nula, seu determinante é igual a zero, isto

e,

<o, 0> .. < Qp,p0> < f,p0 >

det : h : : =0.
<o, On > o < OpyPp > < f,on >
<9007f> <90n7f> <f7f>_€3z<f)

Por esta igualdade, determinamos 2 ( f)

D f7 90 )t 7@“)
e2(f) = [/, o : (1.2.7)
D(po, .-, ¢n)
Entao, provamos a igualdade
- ©D(fy Pn)
. s F0s -5 ¥n
min || f — ) apprl| = :
{ar}y kz:% D(QO(), C ,gOn)
Esta formula vale para qualquer escolha da base g, ..., @,. Se @, ..., pn

& um sistema ortonormal, isto é, se < @;, p; >=0parat # je < ;, p; >=1

para ¢ = 0,...n, obtemos diretamente

E2(f) = <f-pf-p>=<ff>—<pf>

= <fif>=> ap <o f>
k=0
= fIP=>_a
k=0

pois, de acordo com (1.2.6), ar =< ¢y, [ >.
Desde que 2(f) > 0 para f & ,, isto implica na desigualdade de Bessel:

n 1/2
(Z ) <1Ifll.

k=0



1.2 Aproximacao em Espacos de Hilbert 15

Observagao: Por (1.2.7) e sabendo que D(g1) =< ¢1, g1 >> 0 para todo
g1 # 0, segue por inducao, que o determinante de Gram, D(gy,...,¢g,), € es-

tritamente positivo se os elementos gy, . .., g, sao linearmente independentes.
Casos Particulares

[. Aproximacgoes em L.
Seja [a,b] um dado intervalo, finito ou infinito. Seja u(z) uma funcao
peso integravel em [a, b]. Denotamos por Ls[a, b] o espago de todas as fungdes

definidas em [a, b, para as quais

/ab A (x)p(r) dr < co.

E claro que Ly[a,b] é um espaco linear. Definiremos o produto interno

neste espaco da seguinte maneira

< fg>= [ f@gpta) dr

Nao é dificil mostrar que o produto dado por esta definicao satisfaz a
todas as exigéncias de produto interno. Assim, Lsla,b] torna-se um espago
de Hilbert. A norma

7= { [ Pt ar}”

¢ chamada média quadrdtica. Ela gera a distancia média quadrdtica

0= [ )~ i)

Sejam (), ...¢,(x) funcoes arbitrarias e linearmente independentes
do espago Ls[a,b]. Particularmente, {¢;} podem ser polinémios algébricos
1,z,2%, ..., 2". Entao, em Ls[a,b] podemos considerar o problema de apro-
zimag¢ao média quadrdtica de uma dada fungdo f € Lsla,b] por polinémios
generalizados agpo(x) + arp1(x) + ... + appn(z).

De acordo com a teoria geral de aproximagao em espagos de Hilbert, vale

o seguinte teorema
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Teorema 8 Para toda fungao f de Ls[a,b] existe um dnico polindmio

pz) = z argn(a),

para o qual

[ 1)~ pa)? ptayde = min [ [f<x>_§ak¢k<x>]2u<x>dx_

{ak}zzo
Além disso, se v, ..., p, € um sistema ortonormal,

n

o) =3 | [ sonto ] ). (129

k=0

II. Método dos Minimos Quadrados.

Na pratica, frequentemente precisamos resolver o seguinte problema.
Vamos supor que sabemos, por razoes teoricas, que a funcao f é de uma
determinada forma que depende de n parametros aq,...,a,. Por exemplo, f

pode ser da forma

n n n
Z aka:k_l, H sinapr ou Z e,
k=1 k=1 k=1

Podemos calcular os valores de f com uma determinada precisdao em um
numero finito de pontos. Além disso, o calculo do valor de f em um ponto
pode ser feito por um processo caro. O objetivo é recuperar aproximada-
mente os parametros aq,...,a, com a maior precisao possivel com base na

informagao

f(x1), f(xa), .., f(z), m>n.

Em geral, estes nlimeros sao aproximagoes dos valores exatos da funcao
f. Por exemplo, vamos supor que a relagdo y = f(x) que investigamos é

linear, isto é,

f(z) = Az + B,
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para algum A e B. Temos, a disposicao, os valores de f(x) obtidos experi-

mentalmente

fi=flx),i=1,...,m.

Devido a falta de precisao no processo de medicao ou a imperfeicao do
experimento, os pontos (x;, f;), i = 1,...,n, obviamente nao pertencem a
uma reta. Sabemos que a fun¢ao f(z) é linear. Entao, qual a reta que re-
presenta os dados obtidos experimentalmente? Existem os candidatos para
tais representantes. Por exemplo, podemos escolher quaisquer dois pontos
(xi, fi), (xj, f;) da tabela e considerar a reta que passa por eles como apro-
ximagao de f. Esta seria uma escolha aleatoria.

Vamos tentar abordar o problema de forma mais tedrica e sistematica.

Procuremos uma funcao da forma
l(x) = Az + B.

Denotaremos por d; a discrepancia entre o valor f; no ponto x; obtido

experimentalmente e o valor de [ no mesmo ponto,
di = fi— (Ax; + B), i=1,...,m.

Existem algumas abordagens de como escolher os parametros A e B de [.
1) Escolher A e B de modo que

max |d;|
1<i<m

seja 0 minimo possivel. Assim, tentar minimizar a maior distancia entre f e
[ nos pontos 1, ..., x,. Tal critério ¢ aceitavel, mas a realizacao na pratica
é dificil porque o problema é nao-linear pois max |d;| ¢ uma func¢ao nao-linear
nas varidveis A e B. Z

2) Escolher A e B de modo que

> |dil
=1

seja o minimo possivel. As obje¢oes contra o critério 1) valem com a mesma

forca neste caso. Estas objecoes foram consideradas seriamente no passado
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quando nao existiam ferramentas para calculos rapidos. Talvez, por isto,
foi escolhido um critério que leva a um sistema linear para a obtencao dos
parametros.

3) Escolher A e B de modo que

S(A,B) =Y _d;
i=1
seja o minimo possivel. Temos

m
S(A,B) =>_[f; — (Az; + B)]*,
i=1
e as condicoes necessarias para o minimo, que neste caso também sao sufi-

cientes, levam ao sistema

oS m
S=0 = M~ (4r+ Bln=0
oS Zm

Esta abordagem para determinar as incognitas da fungao pela tabela dos
dados é chamada método dos minimos quadrados. Vamos representé-lo de

forma mais geral.

Seja {F(z,ay,...,a,)} uma familia de fun¢des descritas pelos parametros
a; € I;, i=1,...,n. Sejam fi,..., f, os valores de uma funcao desta familia
nos pontos T, ..., Tm,.
Defini¢ao 3 Dizemos que F(x,aq,...,a,) € a aprozimacao dos dados fi,. .., fm
pelo método dos minimos quadrados se aq, . ..,a, minimizam a expressao
m
ZMI[F((’K“ A, ... ,Cln> - fi]27
i=1

onde {1} sa@o nimeros positivos dados a priori, chamados "pesos”.

Consideremos uma situagao particular, onde conhecemos a aproximacao
de uma func¢ao por polindémios algébricos de grau n nos pontos x; < ... <

z., (m > n). Entao, queremos achar a aproximagao
?
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p(z) = apx" + arx"t + ...+ ay

de f pelo método dos minimos quadrados baseada nos valores f; = f(x;),

i=1,...,m. Sejam {u;} alguns pesos dados. Entdo, de acordo com o que
foi dito, ag,as,...,a, sao determinados de tal maneira que minimizam a
expressao

m n 2
P(ag, ..., an) 322% [fi_zakxfl :
i=1 k=0

Vemos que ®(ag, ..., a,) é de fato a distancia entre f e p no espago de
Hilbert H das funcoes definidas em z4,...,x,, e equipado com o produto
interno

< f,9>= Zﬂif(xi>g(xi)'
i=1
De fato, este produto interno gera a norma
U 1/2
= { X )}
i=1

que, por outro lado, gera a distancia

r.a) = {Smlita) - g<xi>12}5 |

Nestes termos, a funcdo ®(ay,...,a,) ¢ igual a distancia entre f e p.
Consequentemente, o método dos minimos quadrados leva ao problema de
melhor aproximacao por polindmios algébricos no espaco de Hilbert H. A
teoria geral implica que a solucao ay, . . . , a, ¢ determinada pelo sistema linear

(1.2.5) que, neste caso, toma a forma

m m m m
apy wf4+ard ot a, Y T = fa)af, k=0,...,n.
i=1 i=1 i=1

i=1
Para evitar a solucao deste sistema, podemos escolher, a priori, uma
base apropriada no espago de polinomios algébricos m,. Por exemplo, se

procurassemos um polindémio p da forma
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onde os polinémio {Py(z)} formam um sistema ortogonal no conjunto dos
pontos zi,...x, com pesos {u;}, o sistema anterior se reduzir ao sistema

diagonal

by, Zn: (i P () = an pi Py () f (1),

i=1 i=1

onde os coeficientes by, seriam determinados imediatamente.

1.2.2 Teorema de Pitagoras e Teorema de Bessel

Lema 3 Seja H um espaco de Hilbert e sejam f1, fo,- -+, fn um numero finito
de vetores ortogonais de H. Entao, para f = fi1 + fo+ -+ f,, temos

LA = AP+ + Ll

Definicao 4 Seja A C H. Definimos o complemento ortogonal de A, como

sendo o conjunto

At ={z € H :<z,a>=0Vac A}.

Lema 4 O produto interno em um espaco de Hilbert H é uma funcao con-

tinua das suas varidveis.
Lema 5 Para qualquer A C H o espaco A+ é subespaco linear fechado de H.

Teorema 9 (Teorema de Pitagoras) A série
> i (1.2.9)
k=1

oo
onde < f;, fj >=0, parai # j, € convergente se e somente se a série ZkaHQ
k=1
€ convergente.

Quando (1.2.9) é convergente temos que ||Y_ fill* = >_ || fxl*.
k=1 k=1
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Demonstracio. Sejam s, = fi+ fo+---+ foe o, = || fi>+ >+ +

| fnl|? as somas parciais das séries Y fr e || x|, respectivamente. Entao,
k=1 k=1
em virtude da ortogonalidade, para qualquer m < n,

HSn_SmH2 = ”fm-l—l+fm+2++fn”2
[y e [ e Y
= 0, — Om.

Entao {s,} é de Cauchy em H se e somente se {0,} é de Cauchy em IR.
Como H e IR sao completos, segue a primeira demonstracao.
Como a série (1.2.9) converge, temos que a sequéncia {s,} de suas somas

parciais converge. Do mesmo modo, a sequéncia das somas parciais da série

o
> |l full” é convergente. Assim,
k=1

ISSAIE = < fodeeet fufotoet fo >
k=1
= AP+ + ]Sl
= SRR
k=1

Aplicando o limite para n — oo em ambos os lados da igualdade, uma

vez que a norma ¢ uma func¢ao continua, teremos

D2 Fell® = DI el
k=1 k=1

Teorema 10 (Teorema de Bessel) Seja H um espago de Hilbert e seja B =

{fi}2, um sistema ortonormal em H. Entdo para qualquer f€ H
e}

(i) Y < f.fi > £ é convergente,
i=1

(i) DI < f. fi> P <%
i=1
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Demonstragdo. Primeiramente mostraremos (i7). Seja f € H, assim
podemos definir g € Y,, = Span{fi,---, fa} tal que

n

9:Z<f>fk:>fk:,

k=1
onde n é fixo, e entdo definimos h = f — g, uma vez que o espaco de Hilbert
H pode ser escrito como soma direta de qualquer subespaco fechado de H e
seu complemento ortogonal. Mostremos que h é ortogonal a g.

Para todo g € Y,, ¢ uma combinacao linear

g = ZOékfm
k=1

onde o =< g, fr > . Para a escolha particular o, =< f, fr >, k =
1,2,--- n,obtemos g tal que h = f —g L g.
Para provar isto, notemos que, pela ortonormalidade,

gl = <Z < fife>fo Y < fifw >sz> =S| <fife>]? (1.2.10)

k=1 k=1
Desta forma, podemos mostrar que h 1 g

<hg> = <f—-g9,9>
= < f,g>—-<g,9>

- <f,z <f7fk>fk>—ugu2
k=1

R ST ¥ ey iy il S PR
k=1

k=1

Portanto
<h,g>=0 (1.2.11)

Pela relagao de Pitdgoras,temos

LI = Ngll* + I (1.2.12)

Por (1.2.10), segue que
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n

IRl = 1A% = Ngl* = A7 = > < fofi >

k=1
Como ||h|| > 0, temos para todon =1,2,---

Yl <ffe> P2 (1.2.13)
k=1

Faremos agora, a demonstragao de (i). Sabemos que a série >)_; oy fr €

convergente se e somente se a série >.p_; |a|? € convergente. De fato, sejam
2 2
sp=aifit+ ot anfn e op ="+ ol
as somas parciais das séries acima, respectivamente. Assim,
2 _
IS0 — Swml|” = 0p — O

Logo s,, é de Cauchy em H se e somente se o, é de Cauchy em R. Como
H e IR sao completos, s, é convergente se e somente se o, é convergente.
Da desigualdade de Bessel (1.2.13) temos que

Z| <f7f/€> |2
k=1

[e.e]
converge, pois é crescente e limitada. Portanto, Z < f, fi > fi € convergente.
=1 -
Definicao 5 Um sistema ortogonal B do espaco de Hilbert H é base de H se

B = {o}.

Teorema 11 Seja H um espaco de Hilbert e B = {f;}5°, uma base de H.

Para qualquer f € H a série

> < i g

€ convergente. Além disso,

(i)fzz<f,fi>fi,

i=1
o)

(i) 12 =D <f.fi>[*

i=1
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Trabalharemos, a partir de agora, no espago de Hilbert Ly[—m, 7], cuja

norma é definida por

i1 = ([ 1soear)”

onde

Lo[=m,m| = {f : [=m, 7] — IR tal que || ]|, < oo},

para o qual valem todas as propriedades acima citadas.



Capitulo 2

Séries de Fourier

2.1 Definicoes e Exemplos

2.1.1 Definicoes

Definicdo 6 Uma sequéncia {x,}, ., € ortogonal, se o produto interno

para m,n € IN.

Quando (x,,x,) = 1 temos que {x,} -, ¢ uma sequéncia ortonormal.

Seja

L :/ cos mx cos nxdz. (2.1.1)

J =T
Usando as identidades trigonométricas
cos(m +n) = cosmcosn F sinmsinn, (2.1.2)
obtemos

cosmcosn = cos(m + n) —; cos(m —n) : (2.1.3)

25
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Assim

I = ; {/: cos[(m + n)z|dx + /7; cos[(m — n)x]d:v} :

eSem=n=>0

]_ s s
[1:2{/ dx—i—/ d:c}:27r

eSem=n#0
1 ™ s
I, = 2{/ cost:Bd:B—i-/ dx}
B 1{sin2mx " +2}
-2l 2m T
=7
eSem#n#0
1 | sin(m +n)x sin(m —n)x
-71:{ ( ) Tt ( >|7_r,r}=0.
2 m—+n m-—n
Portanto
0, se m # n,
11:/ cosmzcosnrdr =4 m, se m=mn#0, (2.1.4)
2m, ¢ m=n=0.

Tomemos, agora

I, :/ cos mzx sin nzdz. (2.1.5)

—T

Usando as identidades trigonométricas

sin(m £ n) = sinm cosn =+ sinn cosm, (2.1.6)

obtemos

sin(m + n) + sin(m — n)
2

(2.1.7)

sinm cosm =
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Substituindo a ultima igualdade em (2.1.5) e seguindo raciocinio analogo

ao da resolucao de I, obtemos

0, se m #n,
I, = / cosmrsinnzdr{ w se m=n#0, (2.1.8)
2w, se m=n=0.

Seja

I3 :/ sin ma sin nxdz. (2.1.9)
Usando as identidades trigonométricas (2.1.2)
cos(m —n) — cos(m +n)
2 Y
substituindo esta ultima igualdade em (2.1.9), teremos

1 m T
_73:2{/_de—/_de}:0,
eSem=mn%#0

1 ™ ™
]3—2{/ dx—i—/ costxdx}—w,

eSem#n#0

sinmsinn =

eSem=n=0

13 - - -

m-—n m—+n

;{Siﬂ(?ﬂ —n)x . N sin(m +n)z } _o

Portanto

0, se m #n,
Iy = (2.1.10)

T, se m=n.

Podemos observar entao que a sequéncia

{1,cosz,sinz,..., coskx,sinkz,...}
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¢ ortogonal.

Tomemos o espaco de Hilbert Ly[—m, 7] e a sua norma definida por

i1 = ([ ) 1)

que ¢é gerada pelo produto interno definido por

(@ntn) = [ Fla)gla)da.

Note que

[1l2 = v2m

| cos kz||o = || sin kx|, = /7.

Logo a sequéncia

1 cosx sinz coskx sinkz
{ \/%7 ﬁ ) ﬁ PARE) ﬁ Y \/7_T AR }
¢ ortonormal.
Consideremos no espaco IR? o sistema ortonormal de coordenadas e o

vetor f. Entao podemos escrever

[ = fier + faea + faes.

Aplicando o produto interno com ey, teremos

f: <fa61>61+<f762>62+<f7€3>63'

Tomemos f(x) € Ly[—m, 7]

coskx \ coskx sin kx \ sinkz
+ ([ NG NG +(f +....

Ou seja
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flz) ~ 7/ dt+cosx/_ f()costdt—i—Smx/_ﬂf(t)sintdt—i—...
cos kx sin kx .
- /_ﬂf(t)cosk;tdt—l— /_ﬂf(t)sm/{:tdt—l—....

O que podemos denotar por

/()

?0 Z (ay cos kx + by sinkx), onde

—/ t)cosktdt k=0,1,...

bk:—/ F(t)sinktdt k=1,2,.

™

Esta forma é chamada de expansido da Série de Fourier de f(z).
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2.1.2 Exemplos

Vamos escrever a Série de Fourier de algumas fungoes.
Exemplo 1 f(z) = cos®x.

Resolugao: Usando as identidades trigonométricas:

cos’x —sin?z =cos2x e coslx+sin’r=1

temos que

9 1 = cos2x
Ccos x:§+ .

Observacoes

e Se a funcdo f(x) é impar, como a fungao cosseno é par, os coeficientes

ay da série de Fourier de f(z) serao nulos .

e Se a fungao f(x) é par, como a funcdo seno é impar os coeficientes by,

da série de Fourier de f(z) serdo nulos.
Exemplo 2 f(x) = x.
Resolucao: Temos que

]_ T
b = — / # sin ktdt.
-7

Fazendo a integragao por partes (t = u e sin ktdt = dv)

by =

-1 7rcosk7r+7rcosk(—7r) _ —2coskm
k k -k

™

como cos km = (—1)*

Pelas observacoes feitas anteriormente
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Assim
o] 1 k+1
x ~ 22( ) sin kx
-k
[ ]
Exemplo 3 f(z) = 2°.
Resolugao: Temos que
1=,
aj = —/ t“cosktdt, k=0,1,...
TS —m
Para k=0
1 272
aoz—/ 2dt =T
T™J—m 3
Para k = 1,2,... fazendo integragao por partes (1> = u e cos ktdt = dv)
-9 )
ap = —/ t sin ktdt,
km -
pelos calculos ja efetuados no exemplo 2
4(—=1)*
ap — (]{32 ) .
Assim
2 00 k
2 T (1)
xT° o~ 3 —|—4k§1 12 cos kzx.
[ ]

Observe que

r=0 = Z_



32 Capitulo2. Séries de Fourier

Exemplo 4 f(z) = i.
67'(' — 6—71'
Resolucao: Temos que
1 sm t —t
by = f/ C1C Gnktdt, k=12,

T)—m€e™ —e~

ou seja,

1 T ™
b, = 7) / el sin kt dt + e tsin kt dt

w(em —e ™) | J-x -

I Iz

Integrando I por partes (e' = u e sin ktdt = dv)

™

coskm (e™™ —
k

fazendo a integragao por partes (e = u e cos ktdt = dv)

I, =

T 1 s
") +E/ et cos ktdt

]1 = Coskk,ﬂ <€_7r — Gﬂ) — 132]1

Como cos kt = (—1)*

H=1H e =)
k241 '
Integrando I, por partes (e~ = u e sin ktdt = dv)

[1:

. cos kr(em—e™) 1 7
2T k kJ-x
fazendo et = u e cos ktdt = dv

e ! cos ktdt,

coskm(em—e ™) 1

I, = B
2 k k2

127
assim
B(=D* (" — )

k? +1
Portanto b, =0 para k =1,2,....

Iy =

ap = — cosktdt ,k=0,1,...

T)—re™ —e™ ™

1 /7r et +et
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Para k=0
ap = ! /7r (' + e Ndt = =
m(em —e ™) Jor 7
Para k =1,2,...
1 ot [
a = ——— / ecosktdt+/ e ‘coskt dt
™ (6” — 6771-) —7 -7

13 14

Integrando I3 por partes (e! = u e cos ktdt = dv)

—1 T
I3 = ?/ e’ sin ktdt

fazendo e! = u e sin ktdt = dv

—1 [coskm(e™—e€e™) 1
) A—— g
37T { 2 + 2 3},

assim

(=DF -
I3 = T .
ST k24 1( )
Integrando I por partes (e™! = u e cos ktdt = dv)
1,
I, = Z/ e 'sin ktdt

fazendo e~ = u e sin ktdt = dv

1 coskm(e™™ —e™ 1
]4:k'{_ ( )_k]4}7

k
assim
(_1)k+1 -7 T
L= e =)
Logo
2(—1)k
o 21

(k24 1)
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Assim

Note que se z =0

k s 1

= (=1)
gkul ~ (em —e ™) 2

1
Exemplo 5 f(x) = §7T$(7T — ).

Resolugao: Temos que

1 s
ak:§/ t(m —t)cosktdt k=0,1,...

-7

Para k=0
1 /= 3
== tm — t3)dt = ——
o 8/_7r(7T ) 12’
Para k=1,2,...
]_ T s 9
akzg T tcosktdt—/ t* cos ktdt

11 12
As integrais [, e Iy ja foram calculadas nos exemplos (2) e (3) respecti-

vamente, assim

ﬂ.(_l)kJrl
EETER

1 T
bk:§/ tr — )sinktdt k=1,2,...,

obviamente

1 ™ ™
b = - 7r/ t(m —t) sink:tdt—/ t? sin ktdt

I3 Iy
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Por célculos ja efetuados

Portanto

ou ainda

Sex =0

1
Exemplo 6 f(z)= gﬂ'(ﬂ' — 21)

Resolucao: Temos que

1 ™ ™
ak:S{/ cosk:tdt—Q/ tcosk:tdt} k=0,1,...

—T

Para k=0

1 m @ w2
= A a2 tdt}:,
w3 {/_W _W 4

Para k =1,2,...

1 T ™
ap = 3 {7?/ cos ktdt — 2/ t cos k:tdt} =0,

1 ™ ™
b, = 3 7T/ sin ktdt —2 tsin ktdt

—T —T

11 [2

I, = 0 e pelos calculos ja efetuados no exemplo (3), temos que

35
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A (—1)k
L
Portanto
m(—=1)*
b —
Y?
Assim
2 1 & (=1)*
fl@)~—+=> sin kx
4 2= k
[ ]
Observe que se x = —, temos
i (_1)2k+1 T
k 2

Exemplo 7 f(z) = %(’ﬂ' — 2x) (7 + 2o — 227).

Resolucao: Note que

™

f@) = o

(7?3 — 6221 + 4x3)

Lyt 2 3 _
ak—%/ (7r — 67w +4t)cosk;tdt, k=0,1,...

—T

Para k=0

4

]_ ™
ag = —/ (7?3 — 6’ +4t3) ktdt = L

96 J—x
Para k =1,2,...

3 ™ 6 ™
ag :W—/ cos ktdt — i/ t? cos ktdt
96 - 96 —T
Il IQ
4 ™
—l—% /_7r t3 cos ktdt,

I3
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temos I, = I3 = 0 pois a funcdo ¢* é impar, I, ja foi calculada no exemplo
(4), portanto

7T2(_1)k+1
T

3 ™ 4 ™
b = %/_ﬂsinktdt—l% /_WtQSinktdtJr%/_ﬁtg’sinktdt-

I Iy I3

Note que I, = I, = 0.
Fazendo em I3 (3 = u e sin ktdt = dv)

-2 3 k T
= {22 [ contaar),

assim

7(—1)%(6 — k*12)

b = 1243

Portanto

m
Observe que se x = > temos

oo (_1)k:(6 — k2n?) ol
2 3 A

k=1

2.2 Convergéncia da Série de Fourier em Ly|—7, 7]

Para mostrarmos que a série de Fourier converge em Ls[—7, ] provare-

mos primeiramente o seguinte teorema.

Teorema 12 O sistema trigonométrico é base em Ly|—m, 7).
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Demonstragao. Temos que mostrar que se

/wf(t)cosktdtzo, k=01,...

/Wf(t)sinktdtzo, k=12, ...

entdo f(t) = 0 em quase todo ponto do intervalo (—m,7), com respeito a
integral de Lebesgue, ou seja, a medida dos pontos ¢, onde f(t) # 0, é nula
(n=0).

Lembre-se que um conjunto G C (a,b) tem medida zero (u(G) = 0) se

para qualquer € > 0, existe um niimero enumeravel de intervalos Uy, - -+, U,, ...,

tais que U; =< oy, 3; >, 1 =1,2,..., onde U U, D G e além disso

n=1
o
Z < g, B > <€
i=1
1) Seja 7, 0 espago dos polinémios trigonométricos e seja h, € 7,, onde

ag
hn_i
2

NE

(ay, cos kx + by sin kx).

k=1

Consequentemente,
ao " .
< fyhy, >= ?(f,l) + > (ar < f,coskz > +by < f,sinkz >) =0,
k=1

pois, por hipotese,

/Wf(t)cosk;tdt:(), k=01,...

—T

/wf(t)sinktdt:(), k=1,2,...

2) Seja g1(t) € C[—m, | tal que g1 (—7) = g1(7). Pelo teorema de Weirstrass,
se g1(t) satisfaz as exigéncias apresentadas acima, entdo, Ve > 0, 3n € IN e
ha(t) € 7 tal que [lgi(t) — hn(t) oo < €, onde [Fllo = sup |F(x)].

z€[—m,m]

Assim, dado € > 0, escrevendo ¢;(t) = ¢1(t) — h,(t) + h,(t) e usando a

desigualdade triangular chegamos que

[ swaal <| [ ronaoa]+ | [ @@ - o).
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Do item anterior, temos que [ f(t)h,(t)dt = 0. Logo,

[ a0t < o — bl [ 1Ol < [ 101

Mas sabemos que [ |f(t)|dt é limitada, pois, pela desigualdade de Cauchy

[ s < ([ pea) ([ sopa)”

[ soantd] —o,

o que implica que < f,g; >— 0.
3) Seja g(x) € Cl—m, 7] e

Portanto,

g9(m), se T = —T,
Gu(z) = | nlg(=m+1/n) —g(@)](x+7) —g(n), se z€[-m —m+1/n],
g(x), se x€[-m+1/n,7

Temos, por hipotese, que g(x) é continua em [—m, 7] 0 que implica que IM
tal que |g(x)| < M, consequentemente, |G, (x)| < M, para todo x € [, 7].

Assim,

—7m+1/n
lo(e)=Ga@)l = [ lgt)=Gal)idz = [ lg(e)-Gola) Pde < 4082 .

—T

Logo,
lg(z) — Gp(x)]]2 — 0, quando n — oo. (2.2.12)

Agora, fazendo g(z) = g(x) — Gp(x) + G,(z) e usando a desigualdade
triangular chegamos que

[ s@s@da] < | [ 1@)Gala)da

Temos, pelo segundo item que / f(2)Gp(x)dx = 0, uma vez que G, (z)

+ [C1f@)lgte) = Gl

satisfaz as mesmas condicoes do item citado. A partir disso e da desigualdade

de Cauchy, teremos
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[ s

Logo, < f,g >= 0.

< [f(@)ll2llg(x) = Gn(z)]l2 — O, por (2.2.12).

4) Tomemos g(z) € Ly|—m, 7| tal que g(z) seja limitada, isto é, |g(x)| <
M.

Como g(x) € Ly[—m, 7|, temos que g(x) € Li[—m, m]. Assim, existe
g1(x), g2(x), - -, gn(x) pertencentes a C[—m, 7] que convergem para g(z) em
quase todo ponto tal que |g,(z)| < M.

Do teorema de Lebesgue, que diz que dados fi, fo, -, fn € L(X) onde
X € um conjunto mensurdvel e f, é convergente em quase todo ponto do
conjunto X e g € L(X) € tal que Vn € IN,

[fn(@)] < g(2),

entao 3 f € L(X) tal que

[ 1hal@) = f@)ldz — 0 e fula) — fa)

em quase todo ponto de X , teremos que

||9($) - gn(l‘)H1 — 0, quandon — oo.
Consequentemente
lg(x) — gn(x)]|]2 — 0, quandon — cc.

Logo, dado € > 0,3 ¢,(z) = h(z) € C[—m, 7] tal que ||g(z) — h(z)|2 <,
o que implica, pelo terceiro item que

’/ v)dx

5) Tomemos, agora, uma func¢do g(z) € Ly[—m, 7| e uma outra funcao

< €.

gn(z) continua nesse mesmo intervalo tal que

gn(x) = sup(—n, inf(g(z), n)).

Assim, como definida, g,(z) é limitada por n, e g,(z) — g(z), n — 0.

Pela desigualdade triangular temos que
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lgn(2) = g(@)II* < (lg(2)] + ga(2)])* < 4lg(x)]*.

A partir do teorema de Lebesgue, podemos concluir que
lgn(z) — g(x)|]1 — 0. Portanto, < f,g >= 0.

Por tltimo resta-nos observar que < f, f >= || f]|* = 0 se e somente se
f € o elemento nulo do espago. Portanto, concluimos que Vf € Ly[—m, 7] tal
que < f,g >= 0 para toda funcao g pertencente ao sistema trigonométrico,
essa f s6 poderé ser a funcao nula do espaco. Logo, o sistema trigonométrico
¢ uma base em Ly[—m, 7], em virtude da defini¢ao (5).

Assim, de acordo com o teorema (11), podemos concluir que a Série de
Fourier para a fungdo f converge em Lo|—m, 7]. Isto é, as somas parciais da
Série de Fourier S, (f) é tal que ||S,.(f) — f|]l2 — 0, quando n — 0.

Pelo segundo item do teorema 11, temos que

1 sm 2 00
— [ P)de =0+ 3 (a2 482,
T™J—m 2 n—1

para qualquer f € Lo[—m, 7], que é conhecida como Igualdade de Parseval.
Como consequéncia do teorema acima, temos que, para qualquer f €

LQ[_7T77T]7

1/
ap = —/ f(t) cosntdt — 0, quandon — oo
wJ—m

1 rm
b, = —/ f(t) sinntdt — 0, quandon — oo

2.3 Convergéncia em um ponto

2.3.1 Formas integrais das séries de Fourier
Seja Ly[—m, 7] = {f : [-7, 7] — IR tal que || f|l1 < oo}, onde
Il = [ 1F)at

Pela desigualdade de Holder temos que Lo[—, 7| é subespaco de Ly[—m, 7].
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Teorema 13 Para qualquer f € Li|—m, 7| e qualquer ¢ > 0, existe g (que
é uma combinagao linear de fungoes caracteristicas, ou seja, funcao escada)

tal que || f — gl <e

Observagao: Se considerarmos ¢(t) fungao escada, entao

/ g(t)sinntdt — 0, quandon — oo e

—T

/ g(t) cosntdt — 0, quandon — oo

—T

pois, g(t) é constante e as integrais

/ sin ntdt e / cosntdt

—T —T

convergem para zero quando n — oo.

Lema 6 Se f € uma funcdo pertencente a Ly|—m, 1| entdo ay,,b, (coeficientes

da série de Fourier) convergem para zero quando n — oo.

Demonstracao. Seja e > 0.

an(f)| = 71T s cosntdt‘
= [ U0 - o0+ g0) cosmia
< 71r /T;(f(t) —g(t)) Cosntdt’ + 71r ‘/1 g(t) cosntdt’
< ;/_’; £ (£) — g(t)] | cosnt| dt + 71T ’/_:g@) cosntdt‘
< = [0 - glde+ = | [ g(0)cosntar

1
= ;Hf — gl + |an(g)],

onde g é funcao caracteristica. Entao, de acordo com o teorema 13, g étal que
lf —glli <€ e3d N tal que V>N, |a,(g)| < €/2.
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Agora tomando

e
If =gl < 75,

teremos
lan(f)] < e

Portanto, a,(f) — 0 quando n — oco. De maneira anéloga, temos que

bn(f) — 0 quando n — 0.

A n-ésima soma parcial da série de Fourier é definida por
a n
Su(f;z) = 50 + > (ay cos kz + by sin kz).
k=1
Tomemos agora uma funcao f com periodo 27, para mostrarmos o pro-
ximo lema

Lema 7 Seja f qualquer funcao pertencente a Lo|—m, w|. Entdo

L sin(n + 1/2)t
Sn(f,x)ﬂ/_wf(x+t)2sint/2 dt.

Demonstracao.
1¢ parte: Como f é uma fungdo periddica, temos que f(x + 27) = f(z).

Mostraremos entao, que isso implica

a+2m b2
/ f(z)dz = /b f(x)dz, ¥V a,b € IR.

Deslocando o intervalo de integragao, teremos

/aawﬂ flz)de = /abf(x)dx + /beﬂ x)dx + /:iﬂ

b+27r a+27r
_ / r)dz + / Fla)dz + / fla)dz.
b

b+2m
(I) I3) (I3)

= 2
Vamos calcular (13) fazendo a seguinte mudanca de variavel { dx cyi +em,
T = dy.

Teremos que

b= [ styremay= [ sy = [ )y =-
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Portanto

a+2m b+2m
/a f(x)dx :/b f(x)dx.
2¢ parte:

1 n

Su(f;z) = g/ﬂ dt+l2( /7T cosk:tdt)coskx

+ (71r /7r f(t)sin ktdt) sin kx]

—Tr

= 7/ f(t { +Z cosktcoskx—l—smktsmkx)}dt

- 7/ f(t { +Zcoskt—x)}dt

- 1w 322 gg{;+icosk<t_x>}dt.
k=1

Como temos que

{ sin(a + 3) = sinacos B +sinScosa e,

sin(a — ) = sin acos § — sin 3 cos a.
Se subtrairmos uma da outra, teremos

sin(a + 3) — sin(a — 3) = 2sin B cos .

Tomando o = k(t —x) e § = g ? obtemos
1 1 t—
sin ((k + ) (t — x)) — sin ((k - > (t — x)) — 2sin —— cos k(t — ).
2 2 2
Entao

Sp(f;x) = 1 7rf(t),l_x)/Q{sm zn: sm cosk(t—x)}dt

T Jr 2sin(¢

- 71r _Zf(t)Qsin(tl—x)/Q {Smt;I—i_;ﬂ:[gm((l{—i—;) (t—x))

(o)l
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/ { t—x+ _ 3(75 ) — s 1(15 )
= — sin sin—(t —z) —sin=(t —x
281n t—x)/2 2 2 2

+...+sin (n—k;) (t —x) —sin (n— ;) (t—x)}dt

_ 7/ sm n—i—1/2)(t—x)dt‘

2sin (t — x)/2

Agora faremos a seguinte mudanca de variavel {

Entao

Sufio) =L [ e s LY,

32 parte: Temos que as funcoes
sin(n + 1/2)u
Jlatu) e 2sin(u/2)

sao periddicas na variavel u, com periodo 27, pois

) = i3 (i 1)) =i (6 ) )

= sinE + ZQCOSkUSiHE.
2 = 2

Entao
sin(n+1/2)u 1
2sin(u/2) 2

n

1
+ Zcosku = 5 + cosu + cos2u + ... + cos nu.
k=1

E o intervalo [—m —x, m — ] é de comprimento 27. Além disso, a integral

sobre esse intervalo é a mesma que a integral sobre o intervalo [—m, 7], assim

Definiremos a soma modificada da série de Fourier por

Sutfin) = [ st ™ ar

J =T

Teorema 14 Seja [ uma fungao com periodo 27, f € Li[—m, 7] e x € R.
Entao, a série de Fourier da funcao f € convergente no ponto x e tem soma

S(z) se e somente se Sy(f;x) é convergente e Jirgogn(f, x) = S(x).
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Demonstragao.

Sufi) = Sufir) = = [ fltn) (Sin<n+1/2)t B smm) B

2sint/2 t

1 4 sinntcost/2 + cosntsint/2
- /f(m+t)< / /

% - Slnt/2
in nt
_sinn )dt
t
1 /= tsint/2cosnt + tsinntcost/2
= —/ flx+1) / - /
27 Jx tsint/2
inntsint/2
_psinntsin / it
tsint/2

_ 1 {/“ f(x+t)cosntdt+/Zf(x—i—t)g(t)sinntdt}

21 | Jor

tcost/2 — 2sint/2
onde g(t) = tsint/2 '

Mas, pelo lema 6 temos que
/ f(z 4+ t) cosntdt — 0, quando n — oo.

E para
/ flz+1t)g(t) sinntdt

temos

e f(x+1t)é uma fungao continua e diferenciavel,
e sinnt é um coeficiente de Fourier,

e g(t) é continua, pois no ponto t =0

' Hospita, . —t/2sin(t/2
lim g(¢) L Hospital 10y . /2sin(t/2)
—0 t=0sint/2 4+ t/2cost/2

/0.

Como continuamos com uma indeterminacao, vamos aplicar L.”Hospital
novamente. Entao
—t/4cos(t/2) — 1/2sin(t/2)

MY os(t)2) — t/dsin(t)2) "

Assim
/ f(z +t)g(t)sinntdt — 0
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Portanto
Su(f;2) = Su(f;2) — 0, V¥ .
Ou seja,

lim S,(f,z) = S(z).

n—oo

2.3.2 Funcoes com Variacao Limitada
Definigao 7 Seja a funcao f : [a,b] — IR definida e limitada no intervalo
fechado [a,b]. Seja

A={a=xy<z;<...<x, =0}

uma particao do intervalo [a,b]. A quantidade
V(fiA) = [f(ay) — f(j-)] (2.3.13)
=1

é chamada variagao de f(x) na particio A.

Seja D a familia de todas as partigoes de [a,b]. Quando A percorre D, as
variagoes (2.5.13) tomam valores nao-negativos. Se o conjunto destes valores
é limitado superiormente, dizemos que a func¢ao f(x) tem variacao limitada

em [a,b]. Quando isto acontece, o nimero

V(f,la,b]) = iggV(f; A)

é chamado variagao total de f(x) em [a,b] ou simplesmente variacdo de f(x)
em [a,b]. O conjunto das funcoes com variagao limitada em [a,b] € denotado
por BV]a,b).

Lema 8 Se f(z) € mondtona em [a,b], entao f € BV][a,b] e
V(f;la,b]) = |f(b) = f(a)].

Lema 9 Se f(z) é diferencidvel em [a,b] e sua derivada é limitada em [a,b],
entio f € BV]a,b).
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Demonstragao. Existe um nimero nao negativo M, tal que |f'(z)| < M,
para todo = € [a,b]. Portanto, pelo Teorema do Valor Médio, para toda

parti¢do A de [a, b, temos

V(EA) = Y1) - flay)]

SN SICETS
< iM(x] Ti_1)
= M(b—a).

Isto significa que a variagao de f(z) é limitada em [a, b].

Lema 10 Se f € BV|[a,b], entdo f(x) é limitada em [a,b].

Este fato é consequéncia imediata da desigualdade

[f(x) = fla)l <V (], [a,b])

entdo, se f(x) é ilimitada em [a, b], sua varia¢gdo ndo pode ser limitada.
Existem também funcgoes limitadas cujas variagoes nao sao limitadas.

Uma tal funcao é a funcao de Dirichlet

D(z) = { 0, para xracional

1, para zirracional

considerada em qualquer intervalo [a, b].
Teorema 15 Se f : [a,b] — IR tem variacao limitada em [a,b], entdo a sua

variacdo em qualquer subintervalo de |a,b] também € limitada. Além disso,

para todo ¢ € [a,b], temos

V(f,la, b)) =V (f [a,c])+ V(f,[c,b]). (2.3.14)
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Demonstragdo. A existéncia das variacoes V(f,[a,c]) e V(f,[c, b]) é Obvia.
Por isto provaremos (2.3.14). Seja A uma particdo de [a,b] definida por
(2.3.13). Obviamente ¢ pertence a um dos intervalos desta parti¢do. Seja

¢ € [xg_1,xx). Consideremos as correspondentes partigoes
Al={a=xy<z; <...<xK1 <c},

Ag={c<uxp<wp31 < ...<x, =D}

Sejam

V(f; A1) = Z|f r3) = i)l + [f(e) = fan-a)l,

V(A = 1) — F©O] + 3 1) — Flsm)]

j=k+1
as variacoes de f nestas partigbes. Para a variagdo de f(x) na partigao A,

temos

Z\f z;) — f(zio1)] + || f(zx) — f(ze—1)|]  (2.3.15)

+ Z |f () = f )l

j=k+1
Consequentemente, pela definicao da varicao,

V(f;A) S V(f; A1)+ V(f; Q).

ou seja,

V(f;A) S V(f;la,c]) + V(f;le,b]).

Esta desigualdade mostra que V' (f;[a, c|)+V (f; [c, b]) ¢ um limite superior
para conjunto formado pelos valores de V(f; A) quando A percorre todas as
parti¢des D. Desde que V(f;[a,b]) é igual ao menor limite superior deste

conjunto, concluimos que

V(fila, b)) < V(f;la, ) + V(f;le, b)) (2.3.16)
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Mostraremos agora a desigualdade oposta. Para este propoésito, consi-

deremos particoes arbitrarias
AN={a=zg<r1<...<xp =}
AN=dec=y<y <...<y, =10}
de [a, c] e de [c,b], respectivamente. Obviamente
A={a=zrp<r1<...<xTp=c=yY <y <...<y,="0b}
é uma particao de [a, b]. Além disso,
V(i A) =V(f; A) +V(f;A).

Portanto V(f; A") + V(f; A") < V(f;[a,b]), o que é equivalente & de-
sigualdade

V(f; ") < V(fila, b)) = V(f; A"). (2.3.17)

Vamos fixar a particao A” e deixar A’ percorrer todas as partigoes de [a, c].
A desigualdade (2.3.17) mostra que o nimero V(f;[a,b]) — V(f; A”) é um
limite superior para o conjunto de ntameros V(f; A’). Desde que V(f;][a,c])

nao ¢ um dos possiveis limites superiores para este conjunto, temos
V(fila,d) < V(f[a,b) — V(f; A",
ou equivalentemente
V(f; &) < V(fila. b)) = V(f;[a,d]). (2.3.18)

Lembrando que a particao foi fixa arbitrariamente, observamos que a de-
sigualdade (2.3.18) significa que V(f;[a, b)) =V (f;[a, c]) ¢ um limite superior
do conjunto dos nimeros V (f; A”) quando A”) percorre todas as partigoes
de [¢,b]. Dai, V(f;[c,b]) < V(f;[a,b]) — V(f;]a,c]) o que é equivalente a

V(f;la,c]) + V(f;le,b]) < V(f;la,b]).

Esta desigualdade, junto com (2.3.16) implica em (2.3.14).
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Representagao das Fungoes com Variacao Limitada como Diferencga
de Fungoes Mondétonas

O teorema da secao anterior nos permite definir, para qualquer funcao
f :[a,b] — IR de variacdo limitada, uma nova fungao F' : [a,b] — IR onde,

para qualquer z € [a,b], F(z) é definida por
F(z) =V (f,[a, 2]).
Lema 11 A fun¢do F(x) € nao negativa e crescente em [a,b].

Demonstracao. Desde que a variagao é sempre um niimero nao negativo,
F(z) também é nao negativa. Sejam z e y, y > x, dois pontos do intevalo

[a,b]. Temos

Fly) =V ([, la,9]) = V(. [a, 2]) + V([ [2,9]) = V(] la, 2]) = F(x),

o que significa que F' é crescente.
[ |

Teorema 16 Toda funcao com variacao limitada pode ser representada como

diferenca de duas fungoes crescentes.

Demonstragdo. Seja f(z) : [a,b] — IR com variacao limitada. Obviamente

onde F(z) é a funcdo definida acima. Ja mostramos que F(z) é crescente.
Provaremos o teorema quando mostrarmos que F(z) — f(z) é também cres-
cente.

Sejam novamente x e y tais que a < z <y < b. Temos que mostrar que
F(z) = f(z) < F(y) — f(v),
ou equivalentemente, que
fy) = f(@) S V(f; [z, ) (2.3.19)

Observe que os pontos x e y formam uma parti¢do do intervalo [z, y].
Portanto | f(y) — f(x)| € um dos nimeros V (f, A) para f no intervalo [z, y].
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Desde que a variacao é um limite superior para todos os tais niimeros, temos

que
|f(y) = f(@)] < V([ [z,9]).

Esta ¢ uma desigualdade mais forte do que (2.3.19).
]

Lema 12 Sejam as fun¢os f,q : [a,b] — IR com variagao limitada. Entao,

as funcoes f+ g, f — g e fg também tém variacoes limitadas.

Demonstracao. Provaremos a afirmacao do lema para a diferenca f — g.

Para a soma e o produto as demonstracoes sao andlogas. Seja
A={a=xy<mz <...<z, =0}

uma particao arbitraria do intervalo [a, b]. Entao, pela desigualdade do trian-
gulo, temos

SN es) — 9@5)) — (Flay) — 9o < V(Flasbl) + Vg [a,B]).

J=1

Isto mostra que o conjunto dos niimeros V(f — ¢g; A), quando A percorre
todas as particoes D, é limitado superiormente. Portanto, a fungao f(z) —

g(x) tem variacao limitada.

O teorema 16 e o lema 12 implicam imediatamente no seguinte fato
Corolario 3 A funcio f : [a,b] — IR tem variacao limitada em [a,b] se e

somente se ela € diferenca de duas funcoes crescentes.

2.3.3 Critérios de Dini-Lipschitz e Dirichlet-Jordan
Observacoes
e Se f(z) = ¢, a série de Fourier sera a propria f(z).

e As somas parciais da Série de Fourier sao dadas por

Z ay, cos kx + by sin kx).
k=1

S ﬁ
2
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Lema 13 Sejam f, g duas fungoes somdveis, de periodo 2w, ou seja, f,g €
Li[—m, 7| e seja x € IR. Se

flx+t)—glx+1)
t

h(t) =

considerada como fun¢ao da varidvel t, pertence a Li[—7, 7|, entdo as séries
de Fourier das funcoes f e g sao simultaneamente divergentes ou convergentes
em x. Quando as séries convergem, elas tém a mesma soma.

Demonstracao.

sin nt

So(f ) — Sulg,x) = f/ (x+1) — gz + 1) 2 g

_ 7/ ( flz+) Q(Ht))sinntdt.

Temos por hipotese que h(t) € Ly[—m, 7| e podemos observar que a ultima
integral é o coeficiente b, da série de Fourier de h(t). Dai, pelo lema 6 temos

que b, — 0, quando n — oco. Assim
So(f,z) — Sp(g,2) — 0, quando 1 — oo.

Se
S'n(f, x) — 00 = S’n(g,x) — 00.

Se

lim S,(f,z)=S(z) = lim S.(g, ) = S(x).

n—->:ao

Teorema 17 (Principio da Localizagdo de Riemann) Se f, g € Ly[—m, 7]
sao somdaveis e [ = g, para qualquer U > x (U € uma vizinhanga de x) entao
Sn(f,z) e Sp(g,x) sao simultaneamente convergentes ou divergentes. Além

disso, no caso de convergéncia, as somas coincidem.
Demonstracao.

e Temos U uma vizinhanca qualquer de x, entao V = —x + U sera uma

vizinhanca qualquer de zero.
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o Se F € Lia,b] e G étal que |G(z)| < M, Vx € [a,b] = FG € Li[a,b].
Seja

0 ,teV

W) =tz tt)— alx 2.3.20
D7 000 gy, (23.20)

Observe que no resultado citado anteriormente F(t) = f(z+t) — g(x +1)

1
e G(t) = T Dai, pelo lema 13 temos o resultado.

Corolario 4 Sejam f e g € Li[—7,m|. Se existir A >0, « >0 e U > x tais
que | f(t) — g(t)] < At — x|%, para qualquer x € U, entdo S,(f,z) e Su(g, )
sao simultaneamente convergentes ou divergentes. Além disso, no caso de

convergéncia, as somas coincidem.
Demonstracao. Usaremos os seguintes fatos
A1
° / —dt é integravel se 5 < 1.
o tf
e Se |F| < G, onde G é somavel, entdo I é somavel.

Temos que

7(0) —g(t)] < Alt — o] = ‘f(tg_‘g(t)‘ <A

— ’t—:lf’l_a.

Como a>0=1—a <1, assim

A
m S L[—W,’/T].
Dai,
f(t> _g(t) c L[—ﬂ' 7'(‘]
t—x T

Assim, pelo lema 13 temos o resultado.
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Lema 14 Sejam

fel-mn,zeR, 0<d<m

t
Susl(foa) = /f Y 1o, (2.3.21)

Entao S,(f,z) é convergente para S(f, z) se e somente se S, 5(f,x) é con-

vergente para S(f,x).

Demonstragao. Definat e (v —d,2 — 9 + 2m)

(2.3.22)

(t) = f(t), se r—0<t<x+90
I = 0 ,se z4+0<t<z—0+4+2nm

e g(t4+27) = g(t), Vt € R. Por (2.3.21) e (2.3.22), temos S, 5(f, z) = Sn(g, ),

mas pelo teorema, 17

Sn(g,x) ~ S, (f, )
dai
gn,tS(fﬁ {L’) ~ Sn(f? {L’) ~ Sn(f’ ZB)

Assim, se
Sn(f7x> - S(f,l’) = gn,é(fwr) - S(f,:L’)

Sns(f,x) — S(f,z) = Sp(f,z) — S(f, ).

Corolario 5 Sejam f € Li[—m, 7|, x € R, 0 < § < 7 tal que as hipdteses

do lema 14 sejam satisfeitas. Entao

gn,g(f,aj):i/()éf(x+t);f(£_t>81nntdt—>S(f, )

Demonstracao. Temos que

gn,g(f, x) _ 1/5 f(:zc n t)Sintntdt

™J—=6



56 Capitulo2. Séries de Fourier

ou seja

~ 1 o innt 1 /0 innt
Snstfor) == [+ 0= a4~ [ o+ 0™

t t
]1 12
I - 2/5 flx+1) sinntdt
m Jo 2 t
I — 2/0 flz+u) sinnudu
T J=s 2 U
como u = —t¢
L 2 /0 f(z —t)sin(—nt) (—dt) = 2 /6 flx —1) sinntdt.
wJs 2 —1 mJo 2 t
Dai teremos a igualdade. ]

Corolario 6 Se f € Li[—m, 7| e existe § tal que 0 < 0 < 7w e f(v —t) =
—f(z +1), para qualquer |t| < § entao S,(f,x) — 0, quando n — co.

Demonstracgao.
~ 2 [0 t — t)sinnt
Suslfia)= 2 [ HEEDES@ZDsinnt
’ m Jo 2 t
Como por hipotese f(x —t) = —f(x + t) entdo Snﬁ(f, x) = 0, para

qualquer n € IN.

Portanto S, (f,z) — 0, quando n — oo. [

Teorema 18 (Critério de Dini-Lipschitz). Sejam f € Li[—m, 7], z € R, ¢
uma constante e U > 0 tais que
fla ) —c
t

Entao S,(f,x) € convergente e S,(f, ) — ¢, quando n — oo.

€ L1(U).

Demonstracao. Tome no lema 13 g(x +t) = ¢. Dai

Sn(f> I‘) ~ Sn(gax) — C.
Portanto

Sp(f,x) — c.
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Corolario 7 (Lipschitz) Sejam f € Li[—m, 7], x € IR. Se f satisfaz a
condicao de Lipschitz em torno de x, isto €, se

existe k >0 e a >0 tais que |f(x +1t) — f(x)] < kt]|”,

para qualquer t tal que |t| € suficientemente pequeno, entdo S, (f,x) — f(x),

quando n — o0.

Demonstragio. Seja g(x +1t) = f(t) = cte

r+1t)— f(x k k
fatnf@| ok ko
t i I
Dai por raciocinio analogo ao do corolério 4, temos o resultado. ]

Corolario 8 (Dini) Se f € Li[—m, 7| € diferencidvel em x, entao S, (f,x) —
f(x), quando n — oo.

t) — t) —
Demonstracao. Seja flw+t) —c = Jw+ 1 /() (Pelo Critério de

Dini-Lipschitz) onde f(x) = c.
flx+1) - f(x)

Como f é diferenciavel, é convergente quando t — 0,
pois
S ) = @) f0) - )

t—0 t t—x t—x

~ /(@)

Entdo existe uma vizinhanca tal que f’(z) é limitada.(Pois se f é de-

rivavel em X (compacto) = f é continua em X{(compacto) = f é limitada

em x(compacto))

flx+1) - f(z)
t

¢ limitada quando ¢ € a uma vizinhanca pe-

flx+1) — f(x)
t

Portanto

quena de 0, isto é, existe £ > 0 tal que < k quando t

pertence a U > 0.
Entao | f(x +t) — f(z) |[< k| t |, uma funcdo de Lipschitz onde a = 1.

Logo, pelo corolario 7, temos o resultado. [ |
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Definicao 8 f € BV]a,b] sesupV(f,z) < co. Se f € BV[a,b], V(f,[a,b]) =
limsup V(f, z).

Lema 15 Se f € BV|a,b| entdo existem fungoes crescentes fi, fo tais que

f(@) = hi(@) = folx),

Lema 16 Se f tem derivada para qualquer x € [a,b] e f (z) € limitada em
la,b], entao f € BV]a,b).

Demonstragao. Como f'(z) ¢ limitada, entdo existe M tal que |f'(z)| <

M, para qualquer = € [a,b]. Assim, para qualquer x, temos

V(f.2) = Z i — fa)] = S0 |F ()

i=1

|l’i+1 — ZEII S M(b — CL).
u
Corolario 9 Se f € BV[a,b] e f € C'[a,b] entdo V(f,[a,b]) < | f |, (b—a)

Definicao 9 f € AC|a,b] (f € absolutamente continua) se para qualquer
e > 0, existe § > 0 tal que para qualquer Ny, Do, ..., N, Dy = (a;,by),
N; Cla,b] e A;NA; =0, para todo i # j e
Db —ai) <d=Y [f(b) — fla)] <e

i=1

=1

Lema 17 Se f tem derivada para qualquer x € [a,b] e f'(x) € limitada em
la,b], entdo f € AC|a,b]. Isto significa que ndo flutua muito em qualquer

ponto.

Lema 18 Se f € Lipi[a,b] entdao f € AC|a,b].

Lema 19 Se f € AC|a,b] entdao f € BV]a,b.

Lema 20 Se g € Ly[a,b], a € [a,b], entdo a fun¢do [ definida por
f(z) = /xg(t)dt, para qualquer x € [a, b]

«

é absolutamente continua em [a,b].
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Lema 21 Se 1) € monotonicamente crescente em [a,b], entdao v tem no md-

zimo um niumero enumerdvel de pontos de descontinuidade.

Teorema 19 (Critério de Dirichlet-Jordan) Sejam f € Li[—m, 7], v € IR e
fe€BV(U) onde U > xz. Entdo a série de Fourier de f € convergente em x

e a sua soma €

f2+0)+ f(z - 0)

S(z) = 5

onde

fle+0) = lim f(t), fla—0)= lim f(z).

t—zx
t>x x>t

Demonstracao. Temos que

~ 2 1 t — )i t
&Mﬁ@z/f@+)+ﬂx )sinnt
' mJo 2 t
Fazendo
)+ fla=1)
— : :
- 9 15 s
Sn(;(c,x):—/ csmntdt:c
' 7 Jo t
- . 2 5 i
Sn,ﬁ(f: I’) - Sn,5<cy ZE) = */ @Slnntdt = In
T Jo t
onde

N ((AL EF IS (GEUEFCED)

Temos que mostrar que I,, — 0, quando n — oo

o(t) — 0, t—0, t>0. ¢e BV|0,/]

pois ¥ € BV(U) e quando t € [0, ], teremos que ¢ e t estdo "proximas".
Dai pelo lemalb, ¢ = @1 — @9, onde @1, o 7 (0,d) com ¢;(t) — 0,
t—s0,t>0,i=1,2
Seja 1 (t) tal que ¢ 7, ¥(0) =0, ¢¥(t) — 0, t — 0, t > 0.

Consideremos

[ o™ e = 1)
0 t

Sabendo que a integral



60 Capitulo2. Séries de Fourier

o0 sin v
d
fy
é convergente, existe M tal que
‘o
an;w diy| < M, para qualquer t € IR.
nt sin ) .
Se F,(t) = " dy entao para qualquer n € IN,t € IR, |F,(t)| <

0

M

€

Sejae >0, e C(V), V>0= existen € (0,9) tal que ¢(n) < 7

I(¥) :/0"¢(t)s‘ir;mdt+/5@sinntdtz 1
n

o) O

Entao 5 é continua em quase todo ponto, entao e
1 t
n,2:bn<w()>—>07 n — o0.
T t
€
Portanto existe NV tal que para qualquer n > N, [, < 3

sin nt
F = T

o que implica que

Ly = /Onz/)(t)FjL(t)dt: /0 "G (8)AF, (1)t = b () Fa(n) - / " Fu(H)du(t).

0
Dai

ol < WO Ea)]+ | [ Pu)di(o).

ou seja
[l < 540 [ (o) = 4V (@, [00) M = § + M) = 0(0) = 5.
Portanto
I(¢) = /6 U(t) st — 0, quando n — oo.
0 t

Com isso, temos

Sn,é(f? T) — S'W;(c, r) = = (In(¢1) — Ln(¥)) — 0

pois ¥ = 1;, quando n — oo. [ ]

SER®
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2.4 Existéncia de funcoes continuas com séries

de Fourier divergentes

Teorema 20 (Teorema de Baire) Sejam X um espaco de Banach e Fy, ..., F,, ...

Fr, C X (Fy fechado) tal que UFk = X. FEntao, existemn € IN, £ € F, e
k=1
d > 0 tal que B(§,0) C F,.

Teorema 21 (Teorema do Grafico Fechado) Sejam X e Y espacos de Banach
e T : D(T) — Y um operador linear limitado(continuo), onde D(T) C X.
Entao D(T') é fechado em X se e somente se T(D(T')) é fechado em Y

Teorema 22 Sejam X espaco de Banach eY espaco normado. Seuq, ..., U, ...

sao operadores lineares continuos tais que u; - X — Y e a sequéncia ||uql, ...,

lwnll, ... € nao limitada, entao 3 € € X tal que [|[uy (&), ..., |un(E)]], ... € néao
limitada.
Demonstragao.

Vamos supor que ||uy(z)]], ..., |[u.(z)]], ... € limitada, para qualquer z € X.
Seja k € IN,

Fr={rzeX:|lu,(x)| <k, n=12.}={z€X:|ux)] <k}
n=1

Pelo teorema 21 temos que os conjuntos {z € X : |ju,(x)|| < k} séo

fechados, logo a intersecao Fj para n = 1,2, ... é fechada, ou seja

oo

Fr={z€X:|u(x)] <k}.
n=1 fechado
fechado

Deste modo podemos provar que U F, = X. De fato,
k=1

1) UFkCX

k=1

Para todo F}, C X = UF;c cX
k=1
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oo
2) X C |JF
k=1
Seja xg € X, por hipotese a sequéncia {||lu,(zo)||} -, é limitada, entao

M >0 tal que ||u,(zo)|]| <M, n=1,2,...

Se tomarmos k > M = ||u,(zo)|| < M < k, n =1,2,.... Logo, temos
que xg € Fj.

Por 1) e 2) temos o resultado acima.

Como estamos nas condicoes do Teorema de Baire, existe k € IN, x € F},
e d > 0 tal que B(zg,0) C Fy.

Seja z € B(0,9),
e|ztz—z||=z]| <d=z24+x € B(x,d) = |[up(z+2)]| <k, n=1,2,....
o|| —z4+z—z=|z]| <d=—2z+2€ Bx,d) = ||un(—2+2)|| <Kk,
n=12 ...

Mas,
1 1
un = [ (52 +2) = (=2 +0)]|
(5 5
= [gunts+ ) + ] gumt=2 2
= |gunlz+a Sun(—2 +2
1 1
= Sl 4 )+ Sz + )]
< kn=12..
Assim, se z € B(0,0) temos que ||u,(2)|| <k, n=1,2,...
k
Seja y € B(0,1) = oy € B(0,9) = [lun(y)ll = k = Jlua()ll = 5,

VnelN. "
Logo, ||lu,|| < =, para todo n € IN. Contradicao, pois por hipotese,

luil]s ..., [|un]], ... € nao limitada.
n
Seja
C~’[—7r,7r] = {f EC(R): f(x+2m)=f(x),VxeR e ||f|lw= es[ljp }|f(:c)\}
e .
Sih =80 = [ 0™ e
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Teorema 23 Eziste f € C[—m, 7| tal que S,(f;0) é divergente — f €
Cl—m, 7| tal que |S,(f)| € ilimitada.

Demonstracao.
12) S, : C[—m, 7] — IR sdo os operadores
29) C[—m, w] é espaco de Banach
32) IR é normado
42) S, é linear
52) S, é continuo
Seja f € C[—m, 7] :

S0 = 2| s

sin nt

1 s
< = 1] dt
< e
1 ™ smnt
< il [T
m -
1 ™ smnt
= Wl [P
™
<1(+)
=27
< 20 flle.

() Temos que

sin x 2>Q | sin z|

<1 <1=|sinz|<zex—sinx >0 paraz € (0,7/2).

Xz

62) ||S,|| é ilimitada

0 ,—r <t <0
Seja fy(t) =4 (ksin(n/k))t ,0<t<1/k
sin(nt) A/ <t <m.
Temos que f, € C[—m, 7] e || fi]| = 1 isso implica S, (f)] < ||S,|| onde
~ 1 m sin(nt
Sn(fr) = */ fu(®) ( )dt'
™J—7 t
_ 0 —7m<t<0
M do k — oo, fult £) = Trets
as, quando k = oo, fi(t) = /(1) { sin(nt) O0<t<m.

Entao fx(t) é limitada.
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Logo
5 L g -  sin(nt 1 /= sin®(nt
Sn(fe) — */ f(t)sm(n )dt = —/ sin”(n )dt, quando n — oo.
T Jo t T Jo t
=nt
Fazendo a mudanca de variavel v =n, , teremos
dy =1/n dt

1/7T sin?(nt) G = 1/”7r sin%ﬁdw
0 0

7 t s (0
> 1/”Wsin2¢d¢
mJ1 P
_ 1/”“1—C082¢d¢
mJ1 24
_ 1 "“W_l/"ﬂcoswdw
2n i Y 2w 21)
11( ) 1 /mdsiHQw
pr— _— n _——
2m " 2 21)
—_———
=1
1 1
= —In(nm) — —1I.
27 2T
Calculando T obtemos
;o /W d(sin 21))
B 1 2
p/pgtes sin 21/J " B /T”r sin 2wd’17/)
29 | 1 292
= J
B sin2 J
- 2 2
Mas,

n | sin 29| nm ] ™ 1 nr—1
< S I S 1.
||_1 P? 770_1 wa V|, nm nmw
Entao, quando n — oo

1 sin®(nt 1 1

—/ SO s L= 1L <.

m Jo t 2T 2T

| — ——

vai p/ oo € limitado

vai p/ oo



2.5 Convergéncia em L,|—7, 7] 65

Portanto, ||S,| ¢ ilimitada e existe f € C[—, 7] tal que |S,(f)| é ilimi-

tada (de acordo com o teorema 22).

2.5 Convergéncia em L,|—, 7]
Seja o espaco
Ly[=m, 7] = {f(2) : [-m, 7] — IR tal que [|f(z)]|z, < oo},
cuja norma é definida por

1f @)z, = /_ilf(x)|dx.

A convergéncia das somas de Fejér em Li[—m, 7] segue do seguinte teo-

rema.
Teorema 24 Seja uma fungio f € Ly|—m,7] 27 periddica. Entio,
||Un(f7 517) - f(iU)HL1 — 0, quando n — oo

Demonstracao. Sabemos que

lowfi) =@l = [ loulfi) = fa)lde
- / " Ky (Da(t)dt
- / \/ (@ + 1) — f(2)) K, (t)dt|dz

< [ ([ a0 - s@iK. o) da

Fubini /_7; K (t) (/_7; flz+1t) — f(:r)|dl") dt
_ /7r K, (t)a(t)dt

onde
alt) = [ If(a+1) - f@)de.

Vemos que «(0) = 0, assim vamos provar que «(t) é continua no ponto
t=0.
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As fungoes continuas sao densas em [—m, 7] com respeito a norma L;.

Desta forma para qualquer € > 0 existe uma g € é[—?T, 7| tal que

[ 15@) = gla)lda < .

—Tr

Como f e g sao periddicas temos

[ 1@+ = glo+tldr <<,

—T

para todo t € IR.
E como toda func¢ao continua em um compacto também é uma funcao

uniformemente continua, segue que g tem esta tltima propriedade. Logo,
€
lg(z +1t) —g(z)| < o VaoelR,|t <.
s
Entao,

/7T lg(z +t) — g(z)|dz < e.

—T

Assim para |t| < ¢ teremos

o)l = [ |f@+0=gle+t) +gla+1) = g(@) +g(a) = f(a)lda

< [ I+ —gl+ld+ [ gl +1) - gla)lds

[ lg@) = f@lda
= ete+t+e.

Desta forma, |a(t) — a(0)] < 3e. Mas se tomarmos J = 3¢ teremos

[ Ko(t)al(t)dt — a(0) = 0.

Portanto,

llown(f,x) — f(x)||L, — 0, quando n — oo.

Agora, vamos considerar o espago

Ly|—m 7 = {f(z) : [-7, 7] — R tal que || f(z)||L, < oo},
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cuja norma ¢é definida por

151, = ([ 1ropar)”

A convergéncia das somas de Fejér em L,[—m, 7| segue do seguinte teo-

rema.
Teorema 25 Para qualquer funcdo f € L,|—m, 7| com 1 < p < oo teremos
lon(f) = fll, — 0 quando n — oo

Demonstracio. Sejam f € L,[—m, 7] en € IN fixo.
1 1
Consideremos ¢ tal que — + — =1 e g(x) € L,[—7, 7]. Segue da demon-
p q

stracao do teorema de Fejér que
fla) = [ @b,

onde

Ko (t) 1 sinQ((nf 12)/2)257
21 (n + 1) sin”(t/2)
¢ o nucleo de Fejér.
Vemos que a soma o,(f,x) de Fejér é a integral de convolucao de f(t)
com o niicleo de Fejér.
Assim,

ot ) = f@) = [ (Fle+1) = fla) Kalt)d

—Tr
Aplicando a norma L, temos

™ P %
dm} )

Para mostrar que esta quantidade converge para zero quando n — o0,

low(f,2) = f(@)llz, = {/

—T

[ U@t = @)Kt

—T

vamos considerar a seguinte integral

| ontt) = fanglya = [ ]

—T J =T
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Aplicando a desigualdade de Hélder,

[+t - f@lg@de < [T lf+0) - fa)ge)ldo

< [[ s - sepas]” [[ g

- -7

= a)llg(@)|z,,

gwliar)

Sabemos pela demonstragao do teorema anterior, que «(t) é continua em

o) = ([T 156+ 0~ rapar) " e o), = ([

—T

t = 0, isto é, para todo € > 0 existe 4 > 0 tal que para todo [t| < ¢ temos

la(t)] < e. Assim, podemos mostrar

[ loatti) = f@lg@dz| < [T (@0~ f@lgta)de| Ko (0t
< No@le, [ a(®)Ka (b
< 3ellg(@)lls,

para todo n suficientemente grande. Logo, exite um natural v, tal que

< 3ellg(x)||lz,, V n>v.

[ (el = fla)yatayis

Certamente, o,(f,z) — f(z) é um funcional linear em L,, entdo pelo

teorema de Riesz, existe g € L,, tal que o funcional admite uma representagao

através do produto interno

oulf,2) = (@) = [ loalf.2) = [(@)]g(a)d,

—T

Assim, provamos que

|on(f, 2) = f()] < 3ellg(2) ]|z,

Portanto, se usarmos a representacao da norma de um funcional, teremos

low(f,x) — f(:U)HLp <3¢, Vn>v
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2.6 Convergéncia em L,|—, 7]
Seja 0 espaco
Ly[=m, 7] = {f(x) : [-m, 7] — IR tal que || f(z)]|z, < oo},
cuja norma é definida por

1f @)z, = /_7;|f(:c)|dx.

A convergéncia das somas de Fejér em Li[—7, 7] segue do seguinte teo-

rema.
Teorema 26 Seja uma funcgao f € Li|—m, 7| 2w periddica. Entao,
lon(f,z) — f(x)||r, — 0, quando n — oo
Demonstracao. Sabemos que
ou(fx) = f@ler = [ loulFia) = f@)lda
- /” Kn(t)a(t)dt
- / \/ Fla+1t) — f(2) K, (t)dt|de

< [ ([ o - f@Kabad) ds

et ") ([ 1) sl ) de

—T

- /_” Kn(t)a(t)dt

onde
iy

a(t) = [ 1f(@+1) - f(a)lde.
-7
Vemos que «(0) = 0, assim vamos provar que «(t) é continua no ponto
t=0.
As fungdes continuas sdo densas em [—m, 7] com respeito a norma L;.
Desta forma para qualquer € > 0 existe uma g € é[—ﬂ, 7| tal que

[ 15@) = gla)lda < .

—T
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Como f e g sao periddicas temos

/7r |f(x+1t)—g(x+t)|dx <e,

—Tr

para todo t € IR.
E como toda func¢ao continua em um compacto também ¢é uma funcao

uniformemente continua, segue que g tem esta tultima propriedade. Logo,
€
lg(z +1t) — g(z)| < o VaoelR,|t <.
T

Entao,
/ lg(z +1t) — g(z)|dz < e.

Assim para |t| < ¢ teremos

o) = ["1f@+t) = gla+t)+glz+1) - glx) + g(x) - f(@)lda

—Tr

< [ e —ga+dlde+ [ g+ 1) - g(@)lde

—Tr

+ [ lg@) - f@)ld

Desta forma, |a(t) — a(0)] < 3e. Mas se tomarmos 0 = 3¢ teremos

/_ " Ka(ba(t)dt — a(0) = 0.

Portanto,

lon(f,z) — f(x)||, — 0, quando n — oo.

Agora, vamos considerar o espago
L,—7,7] = {f(m) :[=m,m] — IR tal que || f(x)||L, < oo}7

cuja norma ¢ definida por

s, = ([ 1rpar)”

A convergéncia das somas de Fejér em L,[—m, 7] segue do seguinte teo-

rema.
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Teorema 27 Para qualquer funcdo f € L,[—m, 7| com 1 < p < oo teremos
low(f) = fllz, — 0 quando n — oo

Demonstracdo. Sejam f € L,[—m, 7] e n € IN fixo.
1 1
Consideremos ¢ tal que — + — =1 e g(z) € L,[—n, 7. Segue da demon-
p g

stracao do teorema de Fejér que
fla) = [ @b,

onde
~1osin®((n+1)/2)t
Kall) = o s a2

¢ o ntcleo de Fejér.
Vemos que a soma o,(f,x) de Fejér é a integral de convolucao de f(t)
com o nicleo de Fejér.

Assim,

Aplicando a norma L, temos
1

s p D
dm}p.

Para mostrar que esta quantidade converge para zero quando n — 00,

lon(f,x) = f(2)|, = {/

—T

[ 1+ ) = @) Ka(t)dt

—T

vamos considerar a seguinte integral

[ ontti) = fang@ide = [ [ 1@+ 1) - p@)ga0dt} g(o)do

* = [ [ 0 - f@)g@yde} K0

Aplicando a desigualdade de Holder,

[ e+t =@l < [ |if@+0 - f@lg@lda

[ 1+ - spa” [ lot@pas]

= a(t)|lg()]L,,

IN
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1/q

o) = ([T 156+ 0~ sapar) " e lo@ls, = ([ lotw)ras)

Sabemos pela demonstragao do teorema anterior, que «(t) é continua em
t = 0, isto é, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo [t| < § temos

la(t)] < e. Assim, podemos mostrar

[ loutti) = f@lg@dz| < [T (@0~ f@lgta)de| Ka(t)de
< Nlg@)le, [ altK. (b
< 3ellg(@)lls,

para todo n suficientemente grande. Logo, exite um natural v, tal que

‘/:(Jn(ﬁ x) = f(x))g(z)dz

Certamente, o,(f,z) — f(x) é um funcional linear em L,, entdo pelo

<3elg@ls,, ¥ n>v.

teorema de Riesz, existe g € L,, tal que o funcional admite uma representagao

através do produto interno

oulfx) = f(@) = [ loalf,2) = F@)g(w)de.

—T

Assim, provamos que

|on(f,2) = f(@)] < 3ellg(2) |z,

Portanto, se usarmos a representacao da norma de um funcional, teremos

lon(f,2) = f(@)]|z, <36, V>



Capitulo 3

Aproximacao Uniforme por

Polinémios

3.1 Teorema de Chebyshev

Seja [a,b] um dado intervalo finito.
Consideremos o espago linear de todas as funcées continuas em [a,b] e

introduziremos uma norma nesse espaco definida por

If1l = max [ f()] (3.1.1)
E facil ver que (3.1.1) é realmente uma norma e recebe o nome de norma
uniforme (ou norma de Chebyshev).
Daqui para frente, o espaco normado das fungoes continuas em [a, b] sera
denotado por Cla, b].
Como toda norma da origem a uma distancia, a norma uniforme d4
origem & distdncia uniforme

p(f,9) = If — gl := max |f(z) — g(z)|. (3.1.2)

z€[a,b]

No espago métrico C/[a,b] consideremos o problema da melhor aproxi-
macao de fungoes continuas por polindémios algébricos.

Chamaremos

En(f) = mf |[f —pl

pET

73



74 Capitulo3. Aproximac¢ao Uniforme por Polindbmios

de melhor aproximacao uniforme de f por polinémios p de grau n. Se o

infimo é atingido para algum polindmio p* de m,, isto é, se

1f =7l = Enlf),

o polinémio p* é chamado polinémio da melhor aproximacao de f em m,.
Desde que C|[a,b] é um espago normado e m, é um subespaco linear de

Cla,b], o problema da existéncia de polinomio da melhor aproximagao para

toda fungao continua f se resolve como consequéncia do teorema geral sobre

aproximacao em espacos lineares normados.

Teorema 28 (Teorema de Borel) Para toda func¢ao f de Cla, b] e todo nimero
inteiro nao negativo n, existe o polindmio de grau n da melhor aproximacao
de f.

O problema da unicidade nao pode ser resolvido pelo teorema geral sobre
aproximacao em espacos estritamente normados pois C|a,b] nao é estrita-
mente normado, fato que podemos mostrar com o seguinte exemplo.

e Consideremos [a,b] = [0,1], fi(z) =1 e fo(x) = z, temos
il =120l =1 e [[fr+ fol = 2.
Consequentemente,

LA+ Foll = [LAIT+ (£

Mas, obviamente, f; e fo nao sao linearmente dependentes. Isso implica
que Cla,b] ndo é estritamente normado. Entao, o problema da unicidade do

polinémio da melhor aproximagao uniforme nao é elementar.

Lema 22 (Lema de Vallet-Poussin) Seja Q € m,. Suponha que existem n+2

pontos xo < ... < Tpy1 em [a,b] e nuimeros positivos Ao, ..., \py1, tais que
onde e =1 ouec=—1. Entao,

E.(f)>A:= min \.

0<i<n+1
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Demonstracao. Suponhamos o contrario. Entao, existe um polinémio
P € m,, tal que
If = Pl = Eu(f) <A

dessa forma temos que P =% (). Esta situagdo é representada pelo grafico

abaixo, que foi construido com base nas seguintes observacoes:
1. f é uma funcao continua qualquer,

2. A propriedade f(z;) — Q(z;) = (—1)%e\;, i = 0,1,...,n+1leec =
1(ou € = —1) significa que o grafico de Q(x) oscila sobre o grafico de
f(z) de modo que a diferencga f — () assume valores {\;} com sinais que

se alternam (comegando com positivo se € = 1 e negativo se £ = —1),

3. Como ||f — P|| < A, o grafico de P pertence a faixa de largura 2\ cuja

curva central é f,

4. X é o menor valor possivel.

Desde que o grafico de @) forma n+1 barreiras nesta faixa (entre os pontos
To € Ty, Ty € To, ..., Ty € Tpyq), 0 grafico de P cruza o grafico de @ pelo
menos em n + 1 pontos distintos &1, ..., &,.1. Logo, P(&) — Q(&) = 0 para
1=1,...,n+1. Mas P — @) € m,. Consequentemente, P = (). Chegamos a
uma contradigao.

Portanto, concluimos que
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A caracterizacao completa do polinomio da melhor aproximacao é dada
pelo grande matematico russo Pafnutii Lvovitch Chebyshev (1821-1894) através
de seu famoso Teorema de Alterndncia. Esse teorema é a base da Teoria da

Aproximacao.

Teorema 29 (Teorema de Chebyshev sobre a alternancia) Seja f uma fungao
arbitrdria e continua no intervalo finito e fechado [a,b]. A condi¢do necessdria
e suficiente para que o polindomio P pertencente a m, seja o polindmio de grau
n da melhor aproximagao para f em |a,b] é que existam pelo menos n + 2

pontos {x;}13) de [a,b], tais que a < mog < a1y < -+ < apy1 < be

f(x;) = P(x;) = (=1'||f = P|, i=0,....,n+1, (3.1.4)
ondee =1 oue=—1.
Demonstracao.

(<) Tomemos P um polindomio qualquer de grau n que satisfaz
f(z) — P(x;) = (=1)'e||f = P||, i=0,...,n+1.
Se fizermos ||f — P|| = A e aplicarmos o Lema 22, teremos
E(f) =z A=|f-Pl. (3.1.5)
Mas, pela definicao de melhor aproximacao, temos
En(f) = inf |[f = P, (3.1.6)

ou seja, E,(f) ¢ amenor distancia possivel entre f e P. Logo, usando (3.1.5)

e (3.1.6), concluimos que
E.(f) =IIf =Pl
Portanto, P é o polindomio que melhor aproxima f em |a, b|.
(=) Queremos mostrar que existem n + 2 pontos de alternancia onde P

satisfaz f(z;) — P(x;) = (=1)%]||f — P||, i = 0,...,n + 1 usando o fato de

que P é o polindémio de grau n que melhor aproxima f.
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Primeiramente vamos provar que P tangencia as duas linhas limite f(x)—
E.(f)e f(x)+ E,(f). Para isso, suponhamos que P tangencia somente uma

das linhas limite, por exemplo, f(z) + E,(f), entdo

entao, existe uma constante ¢ > 0 tal que

f(@) = En(f) < Plx) —c < f@)+ Eu(f)

—E.(f) < Pl)-flx)—c < Eu(f) (3.1.7)

Dai
|f(z) = (P(z) = )| < En(f),

isso significa que o polinémio [P(z) — ¢] aproxima f(z) melhor do que P(x),
mas esta conclusao contraria a hipotese de que P(x) é o polinémio da melhor
aproximacao. Portanto, P(x) tangencia as duas linhas limite.

Agora, vamos mostrar que f — P tem pelo menos n + 2 pontos de al-
ternancia em |[a, b]. Para isso suponhamos que f — P tem no maximo m + 2
pontos de alternancia em [a, b] com m < n. Sejam {z;}75! esses pontos, isto

,a<lzrg<ri<...<zpui1 <be
fwi) = P(a;) = (=1)'e|| f = P|l = (=1)'eEny)

parat=0,1,.... m+lee=10oue=—1.
Para todo intervalo [x;_1, ;], determinamos os pontos T;_; e z; do seguinte

modo

e T; 1 é o limite superior exato de = € [z;_1,x;], ou seja, é o maior valor
de z onde f — P toca a linha —F,,(f), entao

f(@) = P(z) = (=1)""eEu(f) (3.1.8)

e 1, ¢ o limite inferior exato de = € [z;_1, x;], ou seja, é o menor valor de
x onde f — P toca a linha E,(f), entdo

f(@) = P(z) = (=1)'eEa(/) (3.1.9)



78 Capitulo3. Aproximac¢ao Uniforme por Polindbmios

Como f ¢ uma fun¢do continua, temos que (3.1.8) e (3.1.9) valem para
todos os pontos limites T; 1 e z,. Consequentemente 7; 1 <z, e f — P tem
raiz em algum ponto & € (T;_1,z;) para todoi=1,2,...,m+ 1.

Sejam &y = a e &,,,0o = b. Consideraremos o comportamento da diferenca

f(z) — P(x) no intervalo [§;,&41]. Pela escolha dos pontos &; é claro que

f(xz)— P(z) atinge o maximo de seu modulo E,(f) somente com sinal (—1)‘e
em [&;,&41]. Consequentemente
—E.(f) < (=1)e[f(z) = P(2)] < E(f)
para todo = € [§,&11], ¢ = 0,1,...,m + 1. Como o nimero de intervalos
&, 1] € finito, existe um namero 6 > 0, tal que
—E,(f) +0 < (—1)e[f(z) — P(2)] < Eq(f) (3.1.10)

para x € [, &;41] e todo i. Introduzimos o polinomio

Qz) = Az = &) -+ (z = &mpa),

onde A é um nimero escolhido de modo que as seguintes condicoes sejam

satisfeitas

N S

L |Q(z)| <

, para todo = € [a, b],
2. sinal|Q(z)] = (—1)% para todo = € [&;, 41

Como

Q) <5 = M@ —=8&) (2= &) <

N 9
N S

J
Se tomarmos M = gg[%’}g} |(x — &) (x — &myr)], teremos |A| < YR

Analisando o sinal de A, concluimos que
_1\ym+1
) < (—1)m*les
- 2M
Admitimos no inicio que m < n entdo, Q(z) € m,. Logo, [P(z) + Q(z)] €
mn. Consideremos entdo a diferenca f(z) — [P(z) + Q(x)] em [&;, &41]. Pelas

condigoes (1) e (2), temos
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g e sinal[Q(x)] = sinal[f(x) — P(z)]

—0
- <Q) <
2
e pela desigualdade (3.1.10), temos

_ (En( f) - g) < (=D'e{f(2) = [P(2) + Q@)]} < (En<f> - g)

para todo = € [§;,&41], 1 = 1,2,...,m + 1. Como a unido dos m intervalos

(&, 1] cobre [a, b], temos

17) ~ [P@) + QI < Bulf) — 5 < Eul))

Com isso, concluimos que P+ () aproxima melhor f do que P. Como isso
nao pode acontecer, temos que m > n. Portanto, existe pelo menos n + 2
pontos de alternancia em [a, b].

[ |

A unicidade do polinomio que melhor aproxima uma funcao segue facil-

mente do teorema de Chebyshev.

Corolario 10 Para toda fungao continua f em [a,b] existe um unico polindémio

de grau n que melhor aproxima f.

Demonstracao. Suponhamos o contrario. Entao, existe uma funcao con-

tinua f e existem polindmios P e () em 7,, P # () tais que

If = Pl = lf = Qll = Eu(f) (3.1.11)

O polinémio também é o polindmio que melhor aproxima f pois

B < 12220 -P+ (- Q)

1 1
SIF = Pll+ 511 = QI = Bu(f).

IN

Pelo Teorema da Alternancia, existem pelo menos n + 2 pontos {xi}?jol

tais que

P(x;) + Q(w;)

5 = (—1)i5En(f) (e=1oue=-1).

flxi) —



80 Capitulo3. Aproximac¢ao Uniforme por Polindbmios

Consequentemente,

fxi) — Pla;) | f(z) — Q(x;)
2 + 2

= E,.(f). (3.1.12)
Mas,

[f(2:) = P(ai)] < En(f) e [f(z:) = Q)] < En(),

de acordo com a relagao (3.1.11).

Entdo, para que a equacdo (3.1.12) seja satisfeita é necessario que
[fzi) = P(x)] e [f(z:) — Q(zi)]
tenham valores iguais a E,,(f), isto é,
f(z;) — P(z;) = f(z;) — Q(x;), i=0,...,n+ 1.

Segue que P(z;) = Q(x;) para ¢ = 0,...,n + 1, o que implica P =
. Chegamos a uma contradicao com o fato de que P # (). Portanto, o
polinémio da melhor aproximagao é tnico.

[ |

Existem poucas fungoes para os quais o polindomio da melhor aproximacao
pode ser determinado de forma explicita. Um exemplo interessante ¢ a funcao
"
e para todo n, o polindémio da melhor aproximacao de grau n—1de f(z) = 2"
em [—1,1] pode ser escrito explicitamente e estd relacionado ao polinémio
de Chebyshev T, (z). Pelo teorema da alternancia, P, ; é completamente
determinado pela condigdo da existéncia de pelo menos (n — 1) + 2 pontos
Zoy ..., Ty em [—1, 1], tais que
o' — P,y (z;) = (—1)e ax 2" — P,_1(z)], i=0,...,n. (3.1.13)

Mas, 2™ — P,_1(x) é um polinémio de grau n com coeficiente do termo
de maior grau igual a 1. Consequentemente, (3.1.13) seré satisfeita se con-

struirmos um polinémio da forma

2"+ ar" e+ a,
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que atinge o maximo de seu modulo em [—1, 1] em n+ 1 pontos que alternam
o sinal.

Como ja sabemos que existe esse polindomio, mostremos apenas que o
polinémio de Chebyshev T), satisfaz as condigdes (3.1.13).

Como

)

T, - 1
Jnax T, ()]

T.(z) = 2" a4+,
T.(&%) = (-0  k=0,...,n,

km
onde & = cos —. Podemos afirmar que o polinémio
n

1

FTn(x) =a2" — P, 1(x)

satisfaz as condigoes exigidas nos pontos &, ..., &,. Entao,

P, y(z)=2a" — —

¢ o polinémio de melhor aproximagao uniforme de grau n —1 para f(x) = z"

em [—1,1].

3.2 Aproximacao por Operadores Positivos

Ja vimos que para toda funcao f(x) continua em [a,b] e todo nimero
natural n fixo, existe um polinémio da melhor aproximacao p, de grau
n. Denotemos por E,(f) a melhor aproximagao de f. Uma questao natural
surge: E,(f) converge para zero quando n converge para infinito? Em outras
palavras, o grafico do polinémio da melhor aproximacao se aproxima cada vez
mais do grafico de f quando n — oo 7 A resposta dessa questao foi dada por
Weierstrass. Ele provou que toda funcao continua é limite de uma sequéncia
de polinémios algébricos. Ou, mais geometricamente, para qualquer faixa
estreita escolhida ao redor do grafico de uma funcao continua f, pode-se
achar um polindémio algébrico p cujo grafico esta localizado nessa faixa.

Antes de demonstrarmos este teorema faremos alguns resultados preli-

minares.
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3.2.1 Teorema de Korovkin

Defini¢ao 10 (Mo6dulo de continuidade) Seja f uma fungao definida em
la,b]. A quantidade

w(f;0) =sup {[f(z) = fW)] = @y €lab], [v—y| <5}
é chamada mddulo de continuidade de f em [a,b].

Esse modulo é definido para todo ¢ € [0,b—a|. Ele caracteriza completa-
mente as fungdes continuas do seguinte modo: a fungao f é continua em |[a, b|
se, e somente se, w(f;0) — 0 quando § — 0. De fato, se f é continua no
intervalo finito e fechado [a, 0], ela é uniformemente continua e, consequente-
mente, para todo € > 0 existe um namero § > 0, tal que se |z — y| < 0 entdo
|f(z) — f(y)| < € para todo ponto z,y € [a,b]. Dai segue que w(f;0) — 0
quando 6 — 0. Por outro lado, se w(f;d) — 0 quando § — 0, entao para
todo € > 0 pode ser achado § = d(e) > 0, tal que w(f;d) < e. Segue que
|f(z) — f(y)| < e quando |z — y| < 9, isto é f é uniformemente continua em
a, b].

Propriedades do médulo de continuidade
1) w(f,d) > 0, para todo 6 > 0.
2) Se 0 < 01 < &g, entao w(f;d1) < w(f;d).
A monotonicidade é uma consequéncia imediata da definicao de w(f; ).

3) Para todo nimero real A > 0 vale a desigualdade
w(f;A0) < (1 + Aw(f;9).

Demonstracao.
a) Suponhamos primeiramente que A € V.

Seja A = k. Consideremos x < y pontos arbitrarios de [a, b], tais que
|z — y| < kd. Dividimos o intervalo [z,y] em k + 1 pontos equidistantes.
Logo
le =yl

S0 i=1k

[zi — x| =

k

[f(@) = f)l = D_(f (i) = f(@im)] < ; [f(zi) = f@ia)] < kw(f;0).

i=1
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Entéo, se [z —y| < ko, | f(x) — f(y)] < kw(f;0).
Consequentemente
w(f;kd) < kw(f;9).
b) Seja agora A um numero real positivo arbitrario. Entao [A] < A < [A] + 1,
onde [A] é a parte inteira de A\. Da desigualdade que acabamos de provar

e a monotonicidade de w(f;d) segue que para todo A, [A] + 1 > 0 tal que
A <[\ +1,

w(f;A0) < w(f; ([N +1)0) < ([A] + Dw(f;0) < (A+ Dw(f;9).

Por a) e b) temos o resultado desejado. ]

Seja L(f;.) : Cla,b] — C|a,b] um operador.

Definigao 11 L(f;z) € linear se L(af + Bg;x) = aL(f;2) + L(g; ), o,
feR oulex € [a,b].

Definigao 12 L(f;z) € positivo se L(f;x) > 0, para todo z € [a,b], sempre
quando f(x) >0 para todo x € [a,b].

2
@5@) +w(f;0), para todo z, y € [a,b].

Lema 23 w(f;|z —y|) <w (f;
Demonstragao.

a) Pela propriedade 2) de modulo de continuidade se |z — y| < § entdo
w(f; |z —yl) < w(f;6). Como w(f;d) =0

2

oz —yl) < w (f; ) ) (/9.

1
< —. Novamente, como w(f;9) >0

b) Se |z — y| > 9, entao
) selel oy =5

|z —y|?

W(f;lm—y!)§w<f; 5 >+w(f;5)-

(x — 1)
52

Lema 24 |f(z) — f(t)| < (2—1— )w(f;é), para todo x, t € |a,b.
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Demonstragao. Pelo Lema 23, para z e t fixos temos que

)= 101 < wtile o) < (550 4wt

Usando a propriedade 3) chegamos que

[f(x) = f(B)] <

2+ 5_2 ]w(f;é).

Lema 25 Para qualquer f € Cla,b] e L(f;.) : Cla,b] — Cla, b] temos
(@) = L(f;2)] < [24 6 2L((t — 2)%; )] w(f; 0).

Demonstracao. Do Lema 24 temos que

R P R (CR (CETCET I

(24 55 o200+ £0) - f0 = 0l 20

Como (), p(t) > 0 temos pela Definicao 12 que L(1)(t); ), L(p(t); x) >
0, para todo z € [a,b]. Aplicando o operador linear e a defini¢gdo de modulo

chegamos no resultado desejado. [ ]

Teorema 30 (Teorema de Korovkin) Sejam f € Cla,b]e L(f;.) : Cla,b] —

C'la, b] um operador linear positivo que satisfaz

L(l;z) = 1,
Lt;x) = z+4+azr) e
L(t*x) = 2*+ B(w).

Entao

|f(z) = L(f;2)] < 3w <f; \/ﬁ(a:) - Qxa(x)) ,  para todo z € [a,b].
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Demonstragao.
1) Mostremos que ((z) — 2za(x) > 0.
Observemos que
?’L(lz) = 27
—2zL(t;r) = —21°—2za(x) €
L(t*z) = 2°+ B(x).
Somando as trés igualdades membro a membro e aplicando a defini¢ao

de operador linear positivo temos que

0 < L((t — )% ) = B(z) — 2za().

2) Fazendo § = \/ﬁ(aj) — 2za(x) no Lema 25 e substituindo o resultado acima
concluimos a demonstracao do teorema. [ |

O teorema de Weierstrass serd provado usando a demonstracao sugerida
por S. N. Bernstein (1880-1968). Para toda fungdo f continua em |a,b] ele
construiu de forma explicita, polinomios algébricos que convergem para essa

funcao na métrica uniforme.

3.2.2 Polindmios de Bernstein

Seja f(t) uma funcdo arbitraria definida no intervalo [0, 1]. O polinémio
de Bernstein de grau n para a funcao f é denotado por B,(f;x) e é definido

por

B,(f;x) = Ei:f <fb> ( Z ) I (3.2.14)

Verifica-se que B, (f;x) € m,, Bn(f;0) = f(0) e B,(f;1) = f(1). Além
disso,

1) Bu(cf;x) = cBy(f;2) e

2) Bu(f + g;x) = By(f;2) + Bulg; @)

Estas propriedades mostram que B,,(f; ) é um operador linear no espago
das func¢oes definidas em [0, 1].

Notemos também, que os polindmios

Pan() = ( . ) (1 —a)
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sdo positivos em (0,1). Segue que se f(z) > 0 para todo = € [0,1], entdo
B,(f;x) > 0 para todo z € [0,1]. Essa propriedade é chamada positivi-
dade do operador B,(f;z). Desta propriedade segue a monotonicidade de
B.(f;x), isto &,

f(z) < g(x) em [0,1] implica B,(f;z) < B,(g;x) em [0,1].

Lema 26

t
onde A'f(0) € a diferen¢a finita de f nos pontos 0,1/n,2/n,--- n/n.

Bu(f;z) = iAtfm) ( " ) 2t

Demonstragido. Usando a formula binomial de Newton para (1 — z)"~F,

obtemos
. _ S E n knik_ n—k—j n—k n—k—j
Bn(f,x)—];)f(n)(k)x ]2%( 1) J( ; )x J.
Entao,

Bu(f;z) = éjgéjf <i> ( Z ) ( ";k ) (—1)kign=i,

Rearranjando o somatorio temos que

Bulfir) = Sa'Y ()

Logo,

Lema 27 Para todo n € IN temos
b) B,(t;x) =z,
(1—)

c) Bp(t?; 1) = 2% + L
n
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Demonstragao.
a) Para f(t) = 1, usando (3.2.14) temos

1x:zi:( ) l—z)""=kx+(1-2)]" =1

b) Para f(t) = t, usando (3.2.14) temos

B.(t;x) = éi(:)xk(l—x)n—k
=z ; é " P 1 — )k
SE(1)e e

—1
Mas ﬁ " = " .
n\ k k—1
Fazendo a mudanca de variavel j = k — 1 e substituindo o resultado

acima em B, (; ) temos que

B,(t;x) = xnz: ( n— ! ) (1 —2)" 1 =2,

b) Para f(t) = t*, novamente por (3.2.14)

Bn(t2; x) = zn:

Fazendo a mudanca de variavel j = £ — 1 teremos que

n—1 . 1 -1 ] ]
B,(t%r) = «x I+l ( " . ) 2l (1 — )"
n J

J=0

_ Z(n—l) '(1—x)”_1_j

n—l ol n—1 . .
I(1 — )1,
xzn_l( )u )

J

By —1(tz)=z




88 Capitulo3. Aproximac¢ao Uniforme por Polindbmios

Logo, concluimos que

Teorema 31 (Teorema de Bernstein) Seja f fun¢ao continua no intervalo

[0, 1]. Entao, para todo n e todo z € [0, 1], temos

0) = Bulsia) < g (£ 72).

Demonstracao. Como B,(f;z) é um operador linear positivo que satisfaz
as condigbes do Teorema de Korovkin onde a(x) = 0e f(z) = z(1 — x)/n

temos que
|f(x) = Bu(f;7)| < 3w (f; “”’“ﬂn_x)) .

Pela propriedade 3) de modulo de continuidade temos que

(@) = Bulfs )] < 30/2(1 —2) + 1w (f; %) |

Mas, z(1 — z) < ; para x € [0, 1]. Consequentemente,

1
4

£(&) ~ Bul(fix)| < o (f; %) |

]
Corolério 11 Para toda f € C[0,1] temos que
9 1
If = Bulsiall < 5 (52
Demonstracao. Consequéncia imediata do teorema 31.
]

Corolario 12 Para toda f € C[0,1] temos que

If = Bu(f;2)[l — 0,  quando n — oo.
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Demonstragdo. Ja sabemos que se f € C[0,1], entao w(f;d) — 0, quando
0 — 0. Logo, pelo corolario 11 temos o resultado.

[ |

Deste modo, como os resultados provados acima valem para um intervalo

finito arbitrario podemos enunciar e demonstrar o teorema de Weierstrass

para um intervalo finito [a, b].

Teorema 32 (Teorema de Weierstrass). Seja [a, b] um intervalo arbitrario
finito e seja f(z) uma func¢do continua em [a,b]. Entdo, para todo € > 0,

existe um polinémio algébrico P(z) tal que

max |f(z) — P(x)| <e.

z€a,b] -

Demonstracao. Usaremos o Teorema 31. Para esse proposito introduzi-

mos a funcao

h(t) = fla +t(b—a)),

definida para todo t € [0, 1]. Desde que f é continua em [a, b], h(t) é continua

em [0, 1] e, consequentemente,
limw(h;d) = 0.
6—0

Entao existe n tal que

Pelo Teorema 31,

9 1
(t) — B, (het)| < o (h; ﬁ) <

isto é, o polinémio B, (h;t) aproxima h em [0, 1] com precisao €. Voltando

para a variavel x pela substitui¢ao ¢ = $=, obtemos

(a) = Be (s )| < para todo € fad)
b—a b—a
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3.3 Teorema de Jackson

3.3.1 Preliminares

Lema 28 Para qualquer funcao f : [a,b] — IR temos que

w(f;01 4 02) S w(f;01) +w(f;02)

Demonstragao. Da definicao de modulo de continuidade para f, temos

que

W(f; 01+ d2) = sup{[f(z) — f(y); 7,y € [a,b], |z —y| < 61 + 02}

Observando que f é uma funcao continua de x e y, entao, pelo Teorema de

Weierstrass, toda funcao continua num compacto atinge o maximo. Assim,
w(f;01 4 02) = |f(x*) — f(y")] tal que |z* — y*| < 01 + 0o. (3.3.15)

Logo podemos escolher 2%, z* < z* < y* tal que |z*—2*| < 0y e |25 —y*| <
da.
Assim, somando e subtraindo f(z*) em (3.3.15) e usando a desigualdade

triangular, teremos

[F(@") = FO < [f (@) = FEO+ ) = Fy0)]
tal que |z* — 2*| < 07 e |2 — y*| < da.

Portanto,

w(f;01402) < [f(z%) = F(Z)| + [f(Z7) = F(y*] < w(f;61) + w(f;02).

sinx

2
Lema 29 Para todo x € (0,7/2], temos — < <1

™ T

Demonstracao. Sabemos que

o x>
sy =x 30 + 5 s
Consequentemente,
3 7

i — Y0~ 56— ) ...
sine —x = 5!(20 x) 9!(56 x) <0,
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uma vez que z € (0,7/2]. Portanto, e

< 1.

. . sinx
Para mostrarmos a primeira desigualdade vamos usar o fato de que

T
¢ decrescente em (0, 7/2), que realmente pode ser verificado, pois temos que

(x —tanz) =1 —

o s < 0, para x € (0,7/2).

Isso implica que x — tanx é uma funcao decrescente. Consequentemente
tanz > z. Logo,

sinx > X cosx.

A partir disso, temos que

= <0, para z € (0,7/2).

xr2

d (sina:) TCoST —sinx
dz T

. , . sinx
Assim, se x — tanx é uma funcgao decrescente,

também seri. Por-

sin
tanto

R . ™
atlnglra O seu minimo em 5 LOgO,

sin g sinx

< ——, para z € (0,7/2].
T

N

sin x

< 1.

2
Portanto, — < [
T T

Lema 30 Se T'(0) € 7., e R(0) € 1, entio T(0)R(0) € Tpr

Demonstracao. Sejam

T(0) = ag+ > _ (a;cos jO + b;sin j6)
j=1

E

R(0) = co+ Y _ (c;cosif + d; sinib),

=1

TO)R(H) = aoco+co ) (ajcosjb + bjsin jb)

J=1

k m k
+ag Z (c; cosif + d; sinif) + Z a; cos jo Z c; cos 16

i=1 j=1 i=1
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m k
+ Z a; cos jo Z d; sin i6
j=1 i=1
m k m k
+ij sinj@Zdi sin 16 + ij sinj@Zci cos 6
j=1 i=1 j=1 i=1

Observe que

eqycy = cte;
m

o Z a; cos jO + b; sin j0 é um polinomio trigonométrico de grau m;
i=1
k
eap ¥ ¢;cosif + d;sinif é um polindmio trigonométrico de grau k;
i=1

m k
e O grau de Z a; coszZ ¢; cos 16 pode ser obtido usando a identidade

j=1 i=1
trigonométrica
1
cosacosb = 5 {cos(a —b) + cos(a+b)}
m k
Assim teremos que Z a; cos j0 Z ¢; cos 16 serd um polindmio trigonométrico
j=1 i=1
de grau m + k;
m k
e Fazendo o produto Z a; cos jo Z d; sinif e usando a identidade trigo-
j=1 i=1
nomeétrica .
sinacosb = i{sin(a —b) +sin(a+b)}
m k
temos que Z a; cos jo Z d; sin 160 serd um polindmio trigonométrico de grau
j=1 i=1
m + k;

e De maneira analoga, usando a identidade trigonométrica

1
sinasinb = i{cos(a —b) —cos(a+b)},

m k
temos que Z b; sin j6 Z d; sinif serd um polindmio trigonométrico de grau
j=1 i=1

m + k;

m k
e Do mesmo modo Z b; sin j6 Z ¢; cos 16, € um polinémio trigonométrico

j=1 i=1

de grau m + k.

Portanto, T(0)R(0) € Tpt- u
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3.3.2 Demonstracao de Jackson

Definicao 13 O nicleo de Jackson pode ser definido por

sinnf/2 ! 2
_ =q——7 =A4K,_ _o. 3.1
Jgn 2(6) {n511’19/2} { n 1(9)} c Ton—2 (33 6)
ou
ao 2n—2
Jzn_g(e) = — + Z ap. COoS ko.
2 k=1
Observacao:

O ntcleo de Jackson é um polinomio trigonométrico par. Desta forma a
integragao pode ser feita somente no intervalo [0, 7|, pois neste intervalo pode-
mos transformar um polinémio trigonométrico em um polinéomio algébrico.
Esta transformacao é possivel pois neste intervalo o polinéomio admite in-

versa, 0 que ndo ocorre no intervalo [—m, 7.

Vamos definir .
Yn = */ Jgnfg(e)de
mwJ—7

Consequentemente,

—— | Jana(0)d6 = 1. (3.3.17)

1 ™
Lema 31 7/0 {on_2(0 +y) + Jono(6 — y)} db = 1.

TYn

Demonstragao. Isto é consequéncia de (3.3.17) e do fato de J5,,_5 ser par. m

Para qualquer f € C[—1,1], consideremos,

™

9(0) = —— [ F(c036) {on-a(6 + 1) + Jon (6 — 1)} 6 € 7o (pir).

TYn J0

a partir do qual construiremos um polindémio algébrico de grau 2n — 2 da
seguinte maneira.
e Como ¢g(y) é um polinémio trigonométrico par, entdo a série de Fourier

para g sera
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AO 2n—2
g(y) = =+ > Apcosky,
2 A
se fizermos cos y = x teremos que o polindmio trigonométrico g(y) se tornara

o polindmio algébrico, que denotaremos por

AO 2n—2
Qan—a(f;7) = o + > ATi(x),
k=1

onde Ti(z) = cos ky, sdo os polinémios de Tchebyshev de primeira espécie.

Teorema 33 (Teorema de Jackson) Para qualquer f(x) € C[—1, 1], podemos

aprozimd-la por um polindmio algébrico Qon—o(x), onde cosy = x. Assim,
sin y 1
0 - Queatial < ¢ (520 1o (1 1)
V1—2x? 1
= C{w(f; x>+w(f;2>}
n n

Demonstragao. Multiplicando o Lema 31 por f(z), onde f(z) € C[—1,1],

x = cosy(por calculos feito anteriormente)

1 i

flx) = o o f(cosy) {Jon—2(0 +y) + Jon_2(0 —y)} df
Assim,
1 ™
F@) = QuealFi) = —— [{f(cosy) = fleos )} (Jon2(6+ 1)
+J2n72(6‘ — y)}d&

Logo,

£0) = Quueal i)l < [T If(cosy) — fleas){Jan-s(6+)

e = T Jo "

+Jon—2(0 — ) }db

1 m
— ; — 0){ Jon_2(0
— [t cosy — cos b (an-a(6+ 1)

+Jon—2(0 — y)}db,

IN
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em virtude da definicao de médulo de continuidade. Usando a identidade

trigonométrica

b—a . b+a
cosa — cosb = —2cos 5 sin 5

e ainda o niicleo de Jackson dado por (3.3.16), temos

f(@) = Quna(fi2)| < 7T1% Owc«)(f;?Sine;ysine;yD

sin ™M0+y) ! sin ™M0=y) !
x o | T\ e | (Y
n Ssin BCE n Ssin 5

1 ym 0 0 —
= — w(f;2 sin +ysin y‘)
TV JO 2 2

L n(0+y) \
sin =5
X | ——2—~| df
(n sin (9+2y)>
1 g 0 0 —
+— w(f;? sin +ysim y’)
TYp JO 2 2
L ono—y) \
sin =4
X ((3”) de
nsin %

2

= In(wa y) + In(wa _y)
Sejam h.(6) o integrando de I, (w,y) e h_(0) o integrando de I,,(w, —y).
Mas

Entao

ou seja
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Logo

Lo(wiy) + I (w; —y) = /07r h+(9)d0+/0 ho (0)d6 = /7r

h. (6)do.
Consequentemente

|f(x) = Qan—a(f;2)] < L /Wu)<

w(f;2]sintsin (t — y)|)

y
2
. t 4
v (Sm,” ) 20t
nsint

2 3t3 5
= t t—
v |y U 2lsintsin i =)
4

onde o integrando é m-peridédico pois médulo da funcdo seno é m-periddica
< . ) T
Entao ¢ equivalente integrarmos no intervalo

—,—|, ou seja,

@) = Quealfio)l < 2 [ w(fizfsintsin(e— )

3
( sin nt )
sint

Sejam

H_(t) =

sint

w(f;2|sintsin (t — y)|) <Sinnt)4

Hy () =

(f 2| sint sin (t + y)|) <$Znnt)

sint
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Mas
H_(—t)=H(t) e Hy(—t)=H(t)
Entao
0 ;
/_E H_(t)dt:/o H. (t)dt
ou seja ) ) _
/j H_(t)dt = /05 H. (t)dt + /05 H_(t)dt
Logo
e 2[R
1) = Quesl )| < [P wlfi2lsintsin(t+ )

. t 4
X <S1T1n> dt
sint
2 [ utf2lsintsin(t — )
w(f;2]sintsin (t —
ntmy, Jo ’ Y

sinnt\*
X ( 1.nn ) dt
sint

= I+ Is.

Seja 0 = 2|sintsin (t + y)|. Assim,
|sintsin (t £y)| = |sint(sintcosy £ costsiny)|
< |cosy|sin®t + |sintcost| - | siny|

sin 2t

Mas |cosy| < 1e = sint cost, entao

sin 2¢
|sintsin (t )| < sin®t+ |siny| - |2’
in 2
Pelo Lema 29 temos que sin®t < t2 e o < t, entao

§ < 20t + |sinylt),

para qualquer ¢t € <O, 72T> Logo,

w(f;0) < 2w(f;t? +t|siny|) < 2w(f;%) + 2w(f;t]sinyl).

97
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Portanto,

4 5 sin nt sin nt
< ) (B s [ ()
| < M%{/O o) () it [ttt singl) (20)

4 5 innt innt\*
B = o Pt (B s [ et () )
n*my, (Jo sint sint

Usaremos a notacao |[; o| para representar |I1] e |I2|, j& que os resultados

acima sao iguais, ou seja,

4 "5 sin nt sin nt
< U e [ ()
hal < n47r’yn {/ wW(fit) ( sint > dt+ (f3tlsiny]) sint dt

= {L1 + Lo}

n‘*mn

Analisaremos agora, as integrais L, e Ly. Sabemos que
us

L = /(fw(f;tZ) (si?nt>4dt

sint
() [ et () o

fazendo nt = u, teremos que w(f; ;‘L—z) < (u? + Dw(/f; n%), consequentemente,

b2 (5) o) [0 (20

Ao integrarmos no infinito teremos que esta integral serd convergente,
o 1
pois uma integral do tipo / —du é convergente se a > 1. Assim,
a u®

m\4 1
L1 < (2) nw (f; ng) K,

onde K é uma constante.

IN

De maneira analoga temos que

iz (5) v (s12) [

VB

(u+1) (Sinu>4 du,

u

e ainda
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onde K é uma constante.

Assim,

4
Lo < (L1 + Lo)

nAry,

w3 1 | sinyl|

P (w(f,nz>K+w<f, - )K)
3 | sinyl| 1

= 4n%K{w<f’ n >+w<f’n2>}'

Analisando agora, 7, temos

1 s 1 s no
| Fana)io =~ [ (S‘“ 29) 4
mwJ—7 m™J—m \NSIn 3

2

IN

0 .
f — =
azendo 5 0

sin nf
w = — dé
! /—f (nsm 9)

e com 6 = 0, temos

4 2 [ 4
- 7/ (SH{H@) a0
m Jo n sin 6

—_

2

=

D

V4
| =

Ccomo

w/2
> 7/ (smn@) &0

e com a seguinte mudanca de variavel, nf = t,
4 [nm/2 (sint)4 c
Yo = — )@=
nmw Jo t n

onde ¢ é uma constante.

Portanto,

£(2) = Qunalf2)] < C {w (f; 'Si;‘y') . Tj)} |
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Mas x = cosy entao |siny| = v/1 — 22, entao

0= Queatial < ¢ o528 1o (1))

n
e
= C’{w (f; 1— > +w(f;12>}
n n
[ |
Corolario 13 |f(x) — Quna(f:2)| < cw(f; 1).
n
Demonstracao.  No Teorema de Jackson, para qualquer x € [—1,1],
)
w (f; 1n z > terd valor maximo quando x = 0. Assim,
ST — 2
w(f; Lo > Sw(f;l)-
n n
‘ 1 1 1 1
o(riz) = Gro)elrn) <2e(r5)
n n n n
Portanto,
1 — a2 1 1
10 = Queatfial < o (505 o () s cw (1),
n n n
[

Corolario 14 O erro cometido na aproximacao da fungao f(x) pelo polinémio

algébrico Qan_o(f; 1) €

Egpo(f) Scw (f; i) , para qualquer f € C[—1,1].

Demonstragao. Temos que

Eona(f) = inf [[f(2) = Qen—2(f;2)|| < [f(2) = Qen—2(f;7)| < cw (f; ) :
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Demonstracao. Tomemos, no corolario 14, m = 2n — 2. Assim, teremos

que

Em(f)écw(f;mi2) <@+ Dew( mi) §3cw<f;1)-

Seja P o polinomio da melhor aproximacgao de f. Entao
En(f) =11 = Bnl,
como m < n, temos que P’ € II,,, e assim,
Ea(f) = jnf 1] = Pl < IIf = Pl = Bnl).

Logo
E.(f) < En(f), para qualquer n > m.

3.3.3 Demonstragao de Rivlin

Vimos anteriormente, que a n-ésima soma parcial da série de Fourier é

dada por
Su(f;z) = 50 Z [ax, cos kx + by sin kx]
k=1

onde . X

= 7/ f(t)cosktdt e by= —/ f(t) sin ktdt.

mwJ—7 mwJ—7r
Consideremos
an(f; 50 Z Pr.nlak cos kO + by, sin k6)]. (3.3.18)

Nosso objetivo é mostrar que
1
70) = 0.(530)] < ew ().

Lema 32 Sejo f € C[—n,7]. Podemos escrever o polinémio dado em (3.3.18)

como 1 .
w(£:0) = — [+ 0K, (bt
onde

1 n
K,(t) = 3 + > prn cos kt.
k=1
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Demonstracao. Vamos substituir aj e by em (3.3.18), entao

an(f;0) = 1{1 /7r f(t)dt} —I—kZi:lpk,n [i/ﬂ f(t) cos kt dt cos k6

2 lmJn -

—l—l /7r f(t)sin kt dt sin kG}
T J—m

I [
= - / f(t) B + > prnlcoskt coskd + sinkt sin k@)] dt
T J—7 L =1
I [
= —/ f(t) +Zpk7ncosk(t—9)] dt
mwJ—7 _2 =1

_ i/_w F(6) Kot — 0)dt

Fazendo t =t + 0, teremos

an(f;0) = 1/“) ft+0)K,(t)dt.

wJ—m—0
Como f(t+0) e K,(t) sdo 27 periddicas na variavel ¢, temos

™

an(f;0) = i/ f(t+0)K,(t)dt.

—T

Lema 33 Suponha que pip, ..., pnn 860 tais que K,(t) > 0 com —m <t <.

Entao, para —m < 0 < m, temos
1 nmw
0) — qu(f;0)] < () 14+ "= )
|f() q(f )|_’UJ fn [ \/5( IOL)
onde p1, < 1.

Demonstragao. Temos que

1 /= ™ (1 -
—/ K,(t)dt = —/ (2 + Y prncos k:t) dt
™ J-m

k=1

101 S
_ Wl/_ﬁdwr/_w (];pk,ncoskt>dt]
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Dai

1 T
— K. (t)dt =
= R0

Multiplicando este resultado por f(#), temos

Logo,
1f(0) — an(f;0)] = ’ / dt—/_trf(tJr@)Kn(t)dt‘
- |7 /ﬂme) e+ ) Kolt)
= f/ £(0) = J(t + )| K, (t)dt
< —/ |sﬂug!f F(t+0)| Ko (t)dt
= [TutinK
Como
w(f;[t]) < (nft] + Dw(f;1/n).
Temos

5O a0 < w(fi) = [ 0+l Ka 0

o) {2 o



104 Capitulo3. Aproximacao Uniforme por Polin6mios

Calculando /_7;]t|Kn(t)dt, temos
[ rana) = { [ .o, o)
S[ﬁﬁ%[waﬁ
—wﬁfm@ﬁ

Como —7 <t < 7 temos que
t\? T\ 2 t\?2
(5) =(5) (m3)
2 2 2

. 2 T
sine > —x, v € |0, =
s

pois,

entao

! /7r K, (t)dt — 1 /7r cost Kn(t)dt}

1 = 1
1-— —/ cost ( + p1,n COS t) dt}
mwJ—n 2

I t
1——/ C% +mmw§0ﬁ}
T J—7 2
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Como,

1 T

— P1.n cos’t dt = P1ns

mwJ—7
Temos

s 2 7T4

([ 1sa@dt) =541 = pra)

Portanto,

10) = afO) < w(s;

Lema 34 Seja Q(z) € m,(Q) (espago dos polindmios de grau n com coefi-
cientes compleros). Entdo 7,(0) = |Q(e")|?> ¢ um polinémio trigonométrico

de ordem n com coeficientes reais nao negativos. Além disso,

Q) =Y et
k=0

onde ¢ € IR, entao

(0 "
(6) = —i—Zpkcosk@,
2 2 O
com
po = CE+..+
P1 = CoC1t+Ci1Co+ ... +Cr1Cy
Pk = CoCk + Ci1Cky1 + ... + CpCp
Pn = CoCp

Demonstracio. I 6bvio que 7,,(f) é ndio negativo, pois 7,,(6) = |Q(e")|%.
Como, para & € @, |£]* = £.£, temos
7(0) = Q(e”).Q(e”)
= (o4 1™ + coe® 4 e3¢ 4+ eI cne™?)

(Eo + 616719 + 5267219 + 5367319 4.+ Enilef(nfl)w + Enefnza)
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onde e = ¢~ Entao
To(0) = €oCo 4 181 + ... + €1y

+ (CoC1 + C1Co + oo+ Cro1Cn) €™ + (CoCy + ... 4 Cp1Cn)e
+ (CoCa + G103 + oo+ Cp20y)e®? 4 (coly + ... 4 CrsCp)e ™2 + ...

—i6

+ (CoCh + C1Ckt1 + oo+ CrkCn) e + (Colh + o+ CrkCr)e M+
+ o™ + o, e

= |co]? + e’ + . 4 feal?
+(Co1 + CoC1 + .. + Cp_1Cy + Cn_1Cy) cOSH
+i[(Coc1 — €oC1) 4 o + (Cp1Cp — Cp1Cp)]sinf + . ..
+(CoC + CoC + ... + CpkCn + Cn_gCy) cos kO
+i[(CoCr — CoCk) + oo + Cp—kCn — Cp—gCp)| sin k6 + . ..
+(CoCpn + CoCp) cOsTO

+i(oCp, — CoCy) sSin MO

Como

E+E=2Re& pois (a+ib)+ (a—ib)=2a
i(E—&) =-2Im¢, pois i(a+ib—a+ib)=2i*b=—2b

Temos
T(0) = e + e + .+ feal®
+ (2¢0¢1 + ... + 2¢, 1) cOS O + \q/ + ...
cL€R
+ (2¢o¢k + ... + 2¢p_pCp) cos kO + \(L + ...
ck€R
+ (2¢ocp,) cosnb + b
cr€R
= po+2p1cosl+ ...+ 2pcoskl + ... + 2p,, cos nf
= 2 <'O2o + p1cosf + ...+ ppcoskd + ... —I—pncosné’)
o fPe N
= 2 <+ Zpkcoslw)
2 =
Portanto

(0 .
() _ &+Zpkcosk0.
2 2



3.3 Teorema de Jackson

107

Notamos a partir desse ultimo resultado que K, (t) sera igual a 7,(6)/2

quando py = 1, entao tomando

kE+1
= csi k=0,..
cr = csin <n+27r>, R )

temos que

2
- k+1
pozcg—l—...—f—ci202];)<sinnj:27r> .

E fazendo py = 1, temos que

o que implica que

CcC = -
s o k+1
o | sin T
k=0 n+2

Calculemos agora p;

P1 = CoC1+t ...+ Ch_1Cy
n—1
= Y e
k=0
" kE+1 k+2
= C2ZSiI1 + 7 | sin iﬂ'
P n+2 n+2
pois, para todo n teremos

) <n+1 ) . <n+2 )
sin T | sin T =0.
n -+ 2 n -+ 2
Seja k + 1 = 7, entdo
n+1 - -
_ 2 . J . (7+1 )
p1 = ¢ jzlsm<n+27r>sm(n+27r

" . 1
= C2Zsin< J 7T> sin (‘7+ 7r>
= n+ 2 n+ 2

Tomemos

S =Y sinjsin(j+1) e S=1 sin(j+2)sin(j+1)

j=0 7=0
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Entao
25 = sinjsin(j + 1)+ > _sin(j + 2)sin(j + 1).
j=0 Jj=0
Logo
Z sin j + sin(j + 2)]sin(j + 1)
]:0
e
e ' G+2)r| . G+ Dr
- Z n Sin
D) = 2 n+2 n—+2
Usando _ .
sin a + sin 3 a—0 . a+
— = COS Sin
2 2 2
teremos

p = c Zcos T 9 sin? G+
; n+

n—+2
_ 2 ]"‘1)
= co Zsm o
fazendo j =k, pp =1
T
= cos8
n+2

Lema 35 Friste um polinémio cosseno nao negativo
* 1 &
Ur(0) = 5t > pr cos kb
k=1

7

+2

com p; = Cos
Demonstragao. Temos que
U(0) = po+ p1cost + pycos26 + ...+ p,cosnb,

onde pg, p1,--.,pn € IR e, pelo Lema 34 satisfazem

2 2
Ppo=cygtci+...+¢, == e pr=cycit+cica+ ...+ Ch_1Cy.
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Consideremos
0 0 0
0 0 0
' =(co,c1,...,¢p) e A= : :
0 0 0 1
0 0
Temos que
<ce> = cle
= cg—i—c%—k.. +c,
1
T2
e, <cAc> = c'Ac
0 1 0 0
0 oo
= (co,C1,--,Cn) f C.l
.. 01
00 ..10/ ™
C1
Co + C2
= (co,C1y---,Cpn) :
Cn—2+ Cn
Cn—1

= 2(coc1 + 160+ ...+ Cpo1Cy).

Sabemos que o valor méximo de < ¢, Ac > onde < ¢,¢ >= 1/2 & dado
por

max < c, Ac>= )\,
<c,c>=1/2

onde A, é o maior autovalor de A. Para sabermos o valor de ), precisamos

encontrar o polinémio caracteristico da matriz A, que é dado por

-2 1 ... 0

1 =X ... 0
Pnr1(A) = det(A — \I) =

0 0 ... =\
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Mas,
Al 0
1 X ... 0
anrl(_)‘) =l . . T QnJrl()‘)'
0 0 A

Entao, temos a seguinte relagao de recorréncia

Qn+1()‘> = 2>‘Qn(>‘> - anl()‘)

onde ¢1(\) = A e a(A\) = 4\? — 1.

Nessas condicoes, temos que

Qn+1(>\) = Un+1<)\)

onde U,,41(\) s@o os polinomios de Chebyshev de Segunda Espécie e

Un+1()‘) = 2)‘Un<)\) - Un—l()\)

com

UO(A) = 17
UO(A) = 2)\7
Us(\) = 4A2—1.

cujas raizes sao

An k= COS k=1,2,...,n.

n+1’

Assim, as raizes A\ de ¢, () sdo A\, = cos(km)/(n + 1) e como ¢,(\) =
pn(—A) e as raizes de g,(\) sdo simétricas com relagdo a origem, as raizes de
qn(X) € pp(—A) coincidem. Dai

max = A\,
<c,c>=1/2

km
n+1

= COSs

E finalmente, obtemos
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Teorema 34 (Teorema de Jackson) Para

™

G(7:0) = = [ e+ o))

—T

onde

1 n
Ur) = 5 + > prcoskl
k=1

temos

1760) ~ 4(550)] < 6w (£

Demonstracao. Pelo Lema 33, temos que

7O~ £ < A (5:3)

n
onde
nw T \Y2
An:1+(1—cos> .
V2 n+2
Temos que
1—cosa:2sin2%.
Assim,
A 1+n7r(2,2 T >1/2 1+n7r\/§, m
n = — | 28in® —— = —/2sin )
V2 2n 44 V2 2n+4

sin x

Mas sabemos que < 1 entao sinz < x, logo sinm < . Dai

bt ﬁﬁQ(n +2)

™

1+E\/§(n+2)

n?

2(n+2)

An

IN

= 1+

IA
[\

1+ —
6.

ol 3

IN
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Portanto,

76) ~ a2(£50)] < 6w (£ )

n



Capitulo 4
Polinémios Ortogonais

Daqui em diante precisaremos de varias propriedades dos polindomios or-
togonais. Por esta razao, forneceremos algumas informacgoes preliminares
sobre eles.

Sejam [a,b] um intervalo dado, finito ou infinito, e u(x) uma funcao

definida e ndo-negativa em [a, b]. Vamos supor que

B
/ pu(x)dx >0,

para qualquer subintervalo [« 5] de [a, b]. Toda fun¢ao p(z) que satisfaz essa
propriedade é chamada de fun¢do peso em [a, b].

O produto interno < f, g > de duas func¢des f(x) e g(x) é definido por

<fg>= [ F@glna) s

E claro que estamos supondo que f e ¢ sdo definidas em [a,b] e que a

integral acima existe.

Definigao 14 As funcées f(x) e g(x) sao ortogonais em |a,b] com relagdo

a fungao peso p(x) se < f,g >=0.
Defini¢ao 15 Dizemos que Py(x), Pi(x), Po(z), ... € uma sequéncia de polinémios
ortogonais em |a,b] relativamente & funcao peso u(x) se

a) IDZ € M, V’l,

113
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b) < P,P>40, Vi,

¢) <P,P;>=0 para i#j.
Destaquemos algumas propriedades dos polinémios ortogonais.
Teorema 35 Toda subsequéncia finita Py(x),. .., P,(z) de
Po(z), P(x), Py(x), . ..
¢ um sistema de funcoes linearmente independentes.

Demonstracao. Supomos o contrario. Entao, existem um nimero n e
coeficientes ay, ..., a,, com pelo menos um deles diferente de zero, tais que

o polinémio f(z) = agPy(z) + - - + a, P, (x) é identicamente nulo. Entdo,

< f,P,>=0 para todo i. (4.0.1)

Por outro lado,

< f,Pi>=> a, < Py, P,>=a; < P,,P, >

k=0
e pelo menos um dos coeficientes ag, ..., a, é diferente de zero. Isto, junto
com a condigdo b) leva a uma contradi¢ao com (4.0.1). u

Corolario 16 Se o f(x) é um polindmio de grau menor ou igual a n, entdo

f pode ser unicamente representada por

f(z) =aoPy(x) + -+ + apPp(x)

com coeficientes Teais ag, . . ., Qy.

[sto é uma simples consequéncia da teorema 35. Desde que 7, é o espaco
dos polinémio de grau menor ou igual an e Fy,..., P, sao n + 1 elementos
linearmente independentes de m,, entao cada elemento de 7, pode ser rep-
resentado como combinacio linear desses n + 1 elementos. E facil obter as

expressoes explicitas para a,, k =0,...,n. De fato, temos
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<fPh> = a<Py,Pp>+ - F+a,< P, P.>4+-+a, < P, P, >

= CLk<Pk,Pk>.

Portanto,

G — <f,Pk>
k_<Pk,Pk>.

Vale a pena mencionar também que as condi¢oes da defini¢ao 15 implicam
que P,(x) é um polinémio algébrico de grau exatamente n, isto é, P,(x) é
da forma

P,(x) = apz”™ + q(x), q(x) € my_1q, (4.0.2)

onde «,, # 0. Suphamos o contrario. Entao, P, € m,_1 e, de acordo com o

corolario 16, P,(x) pode ser escrito da forma

P,(z) = agPo(x) + -+ an—1Pp1(x)

com constantes ao,...,a,_1. Mas, esta relacao significa que F, ..., P, sao

linearmente dependentes, o que contradiz o teorema 35.

Teorema 36 Seja f(x) um polinémio arbitrdrio de grau menor ou igual a
n — 1. Entao,
< f, P, >=0.

Demonstracao. Desde que f € m,_1, pelo corolario 16
flz) =aoPo(x) + -+ ap_1Prq(x).
Portanto, pela Propriedade ¢) da defini¢ao 15
<f,Po>=ay < Py, P,>+-+a,1 < P,_1,P, >=0.
[ |

Teorema 37 Para todo nimero natural n, o polinomio P,(x) tem n zeros

distintos que pertencem ao intervalo aberto (a,b).
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Demonstragao. Suponhamos que o polinémio P, (z) tem somente k& mu-
dancas de sinal em (a,b) e kK < n. Sejam {&}f:l, a <& << & < b,
os pontos onde P,(x) muda de sinal. Escolhemos um ponto arbitrario ¢ do

intervalo (&, b) onde P,(t) # 0 e construiremos o polinémio

Q) = Pu(t)(x = &) - (x = &)-

Obviamente Q(z) P, (z) é um polindémio algébrico que ndo é identicamente

nulo e Q(z)P,(z) > 0 em [a, b]. Consequentemente,

<Q,P, >= /(le(x)Pn(z)u(m) dr > 0,

Por outro lado Q) € 7,,_1 pois k < n entao pelo teorema 36, < @, P, >= 0.
Assim temos uma contradicao. Consequentemente, k > n.

Desde que P,(x) muda de sinal em &;, i = 1,...,k, entdo &,...&; sdo
zeros de P,(x). Mas, P, € m,. Entao, de acordo com o teorema fundamental
da algebra, P,(x) tem no maximo n zeros reais em (a, b). Consequentemente,
k & exatamente n, isto é, &y, . . ., &, s@o todos os zeros de P, (z) que pertencem

ao intervalo (a, b) e sdo distintos.

|
Teorema 38 Todo sistema de polindmios ortogonais
Po(z), Pi(z), . ..
satisfaz uma relacao de recorréncia de trés termos da forma
Poii(z) = (Aps1e — Bpy1) Po(x) + Coy1 Poa(x), n=1,2,..., (4.0.3)

onde Ani1, Bni1, Chi1 sao constantes reais.

Demonstragdo. Temos que P, () = a4y n8" 4+ appn 12" 4. . .4 ap 12+ an .

Podemos escrever
n+1

xP,(x) = Z(:] b P;(x)
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se igualarmos os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os membros

da igualdade acima, teremos

Apn = bn—l—lan—l-l,n—s—l‘

Dai,

Qn.n
bn+1 - .
an+1,n+1

Porém
b
<zP,, P >:/ P, (z)[zPj(x)|p(z)de =0 para j <n—2.

a

Mas,
n+1

<aP,,P;>=) b <P,P;>=b; < P;,P;>=0 para j <n-—2.
1=0

Dai, b; =0, para j <n — 2. Assim

1 by b,
Poii(z) = —aPy(z) — : Ppa(z) — P, ()
bnt1 bn+1 bpy1
Comparando com a relacdo (4.0.3), temos
1 bn bn—l
An = ) Bn = Cn =
. bn—i—l i bn—i—l ¢ i bn+1
ann
Como b,,; = ——— temos que
an+1,n+1
A1 = LHL”H.

Calcularemos agora os valores de B, .1 e C), 1.

Da relacao (4.0.3), obtemos

0=<P,.1,P,> = A,,1<zP,,P,>—-B,,1 < P,, P, >
_OnJrl < Pnflapn >

Dai PP
< Ty, Iy >

B,,1=A4,1——

i P P>
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Do mesmo modo

0=< Pn+17Pn—1> = An+1<xPn7Pn—l>_Bn+1<PnaPn—1>

—Yn+l <Pn717pn71 >

Logo
<£L‘Pn,Pn_1 >

Cn+1 — An+1 .
< Pn—la Pn—l >

Mas, fazendo n = n — 1 na relagao (4.0.3), obtemos

1 B, C,
zP,_1(x) = —PF,(z) + A—Pn_l + A—Pn_g(m).

Como

b
<axP,, P, >:/ P, (z)[xP,—1(z)|u(z)dr =< Py, xP,—1 > .

Temos
<P, zP, > 1<PP>+B”<PP >
ny LLn— = nydn — ny L n—
1 a1 1. 1
L < Py Pyo>
+An 2
= L <P, P, >
- An n» n .
Portanto

An+1 <PmPn>
An <Pn717pn71 >.

Cn+1 =

Concluimos que os polinémios ortogonais satisfazem a relacao de recor-

réncia de trés termos (4.0.3) e que os coeficientes da rela¢do sao dados por

Ap+1,n+1 < ZEPn Pn >
An+1 = T 7’é 07 Bn+1 = AnHﬁ
n,n nytn

An+1 <PmPn>
An <Pn—17Pn—1 >

£ 0.

€ Cn+1 =
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Teorema 39 Para o polinomio ortogonal P,(x) com relagao a fungao peso
p(x) no intervalo [a,b] e para cada polinomio Q,(x) € m, com o mesmo

coeficiente do termos de maior grau que P,(z), vale a desigualdade
b b
[ Py de < [ QX @ppt) d,
Além disso, a igualdade € atingida somente quando P,(x) = Q,(z).
Demonstracao. De acordo com as hipdteses, temos

P,(x) = auz"+ ¢p1(x)

Qn(x) = anxn—f_rn—l(x)a

onde o, #0 € ¢p_1, Tn_1 € 1. Entao,

/a "0 (2)ula) e — / o™ + 1 (2))? () d
= [ IP@) 4 s (@) — s @ la)
_ /bp?
+2 / ) [rn-1(2) = g (2)] () da
4 [ Fas(o) = s (0P do

Desde que (r,—1 — gn—1) € Tu_1, pela ortogonalidade

/ Po(x) [rn-1(z) — gnoa(2)] p(a) dz = 0.

Entao, obtemos

b
/ Q% (2)p(x) dx —/ P2(x)p(z) dw > 0,
onde a igualdade é possivel somente quando 7,1 (z) = g,—1(z), isto &, quando

Qn(x) = Py(x).
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Finalmente, esclarecemos a questao fundamental da existéncia e, even-
tualmente da construcao de sequéncias de polindmios ortogonais para um
intervalo [a, b] e uma fun¢do peso u(x) dados. Sejam [a,b] um intervalo ar-
bitrario e pu(x) uma fun¢do peso qualquer em [a,b]. Vamos exigir que u(x)

satisfaca a condicao adicional

b
/xk,u(x)dm<oo, k=0,1,...,

caso o intervalo [a, b] seja infinito. Para construir uma sequéncia de polinémios

ortogonais, podemos executar o seguinte esquema

1. Escolhemos uma sequéncia qualquer de nimeros ag, o, ..., todos dife
rentes de zero. Eles serdo os coeficientes de 2™ em P,(z), respectiva-

mente, para n = 0,1,... . Consequentemente, Py(z) = «p.
2. Paran =1,2,..., construimos o polindomio

Pn(x) = Cann + qn71($)7

onde ¢, 1(z) € m,_1, de modo que satisfaca as condi¢oes

<P, P>=0, i=0,...n—1. (4.0.4)

Evidentemente as condigoes (40) serdo satisfeitas se < P,, f >= 0 para
todo f € m,_;. Consequentemente, o problema reduz-se & construcao do
polinémio P, (x) de grau n com coeficiente «,,, de z™ fixo que é ortogo-
nal a todos os polin6mios do espaco m,_;. Este problema é de interesse

independente e por isto vamos trata-lo em um teorema separado.

Teorema 40 Para um intervalo [a,b], uma funcdo peso p(x) e um coefi-

ciente oy, dados, existe um unico polinémio da forma

Pn(x) = Cann + qn-1, Gn-1 € Tn-1,

que € ortogonal a todo polinémio de grau menor ou igual a n — 1.
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Demonstragido. Apliquando indugao em n. Paran = 0 o polindémio Py(x)
¢ unicamente determinado pela condi¢ao Py(z) = ap.

Suponhamos que ja determinamos, unicamente, Py, Py, ..., P,_1. Desde
que eles formam um sistema de polinomios ortogonais, todo polinomio de
grau n— 1 pode ser representado como combinacao linear deles. Consequente-

mente, P,(x) pode ser escrito da forma
P,(z) = apx" + b1 Ppq(z) + -+ - + by Po(x).
Pelas condigoes de ortogonalidade da definigao (15), obtemos
<P, P>a,<z2",P,>+b; < P,, P, >,

e, por esta igualdade, para um dado «,, os coeficientes b; podem ser unica-
mente determinados.

Entao, para um intervalo [a,b], uma fungao peso pu(zr) e coeficientes
o, a1, ..., para as maiores poténcias das varidveis, existe um tunico sistema

de polindmios ortogonais.

Exemplo 8 Provar que os polinémios

1 dMer—-1)"
- onpl dx™

L, () , n=0,1,...,

formam um sistema ortogonal em [—1, 1] com relac¢do a fun¢ao peso p(x) = 1.

Resolucao Temos que verificar as condicoes da definicao 15. Obviamente

n , . A .
(a:2 —1)" é um polindmio de grau exatamente 2n. Consequentemente, sua
n- ésima derivada é um polinémio de grau exatamente n. Isto implica que

a) e b) estao satisfeitas. Basta provar ¢). Para isso, mostraremos que

/1 Lo(2) f(z)dz =0

-1

1 n
para todo polinémio f € m,_;. De fato, denotando a funcao Sl (z* — 1)
"n!

por p(z) e integrando repetidamente por partes, obtemos
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/_11Ln($)f($)dx _ /_Zf(x)@(n)(x)dx

= [ flx)de" D(x)

-1

— S V@ [ - [ et @) ds

FE [ @) dr

-1

n _ _ e 1
_ gx_wkv%n¢ M

Esta tltima expressdo ¢ igual a zero pois f™(z) = 0 e " (z) & zero
nos ponto r = +1 parak=1,...,n.
Os polinémios L, (x) sao chamados polinémios de Legendre.

O coeficiente Sl é escolhido para que seja satisfeita a condicao
n

L.(1)=1, n=0,1,2,....
| ]

Problema 1 Mostrar que os polinémio de Chebyshev de primeira espécie

T, (z) = cosn arccos
1
V1— 22

Problema 2 Mostrar que os polinémios de Chebyshev de sequnda espécie

sao ortogonais em [—1,1] com relag¢do d fungao peso p(x) =

Un(z) =T, 41 ()
s@o ortogonais em [—1,1] relativamente @ funcao peso p(z) = V1 — a2

Os polinémios de Legendre sao um caso especial dos polinomios de Jacobi
{P(*A que sdo ortogonais em [—1, 1] com relagdo a fungdo peso (1—z)*(1+
7)?, para o, 3 > —1 e sdo definidos, através da formula de Rodrigues, por

(-1 @

PO a) = G (=) (1 4+ 2) (1= ) o (1 ),



