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Capitulo 1

Algebra dos Conjuntos

1.1  Algebra dos Conjuntos
Definigao 1.1.1. Dizemos que AC BouBDAseVare A= xe€ B.

Defini¢ao 1.1.2. Dizemos que A = B se A C B e A D B simultaneamente

e, dizemos que A # B se existe x € A tal que © ¢ B ou exziste © € B tal que
x ¢ A

Defini¢ao 1.1.3. Dizemos que A G B se A C B mas A # B.

Definig¢ao 1.1.4. A unido dos conjuntos A e B é definida por
AUB={z:z€ AVz € B}.

Se Q € uma familia de conjuntos A, definimos:
UQ={x:z € A para algum A € Q},

ou
UAL ={x:2 € A, para algum ¢ € I}.
el

Definigao 1.1.5. Definimos ANB={x:x € ANz € B}.
Seja Q uma famdlia de conjuntos A. Definimos:
NQ={x:z € A para todo A € Q},

ﬂAF {z:x € A, para todo v € I}.
el

1 oo
Problema 1.1.1. Provar que se A, = {x e R: |z| < E} entio m A, ={0}.

n=1
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Teorema 1.1.1. Sejam A, B e C alguns conjuntos. Entao:

1) AuB=BUA Y AnB=BnNA

2) AUA=A 2)AnNA=A

3) Aub=A 3)AND=10

4) (AUB)UC =AU (BUCQ) 4) (ANB)NC=AN(BNC)
5 ACAUBeBC AUB 5y ANBCAeANBCB
6) ACB&AUB=B 6) ACBs ANnB=A

Demonstracao: Provaremos somente as afirmacoes 6) e 6').
6) Ac Bo AUB = B.
(=) Pela hipotese A C B, ou seja, Vo € A = x € B. Temos que provar que
AUB =B, ouseja, AUBCB AN AUB D B.

Primeiramente provemos a inclusio [C]. Seja x € A U B. Pela defini¢do de
unido, temos que x € A ou x € B. Mas pela hipotese, se x € A, entao x € B.
Portanto, AU B C B.

A inclusio [D], isto é, que AU B D B. é logicamente 6bvia.

(<) Por hipotese AUB = B, ouseja, Vo € AUB = z € B. Em particular, se
x € A, entdo = € B, o que implica em AU B = B.

6') ACB< ANB=A.

(=) A inclusdo [C] é verdadeira pelo item 5').

Provemos a inclusdo [D], ou seja, AN B D A. Temos que todo elemento de A
é elemento de B, entdao Ve € A = x € Ae x € B, 0 que implica x € AN B.
Assim, A C AN B e, portanto, AN B = A.

(<) Temos por hip6tese que todo elemento de A é elemento de AN B. Assim,

todo elemento de A é elemento de B, o que implica em A C B. °
Teorema 1.1.2. Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Entdo:

1) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC),
2) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).

Demonstracao: 1) AN(BUC) = (ANB)U(ANC). Temos que estabelecer
as duas inclusoes.
[C] Seja x € AN(BUC) um elemento arbitrario. Logicamente, isto significa que
x € AN (xz € BVaeC)oque, por sua vez, implica em (x € ANz € B)V (z €
ANz € C). Consequentemente, z € ANBVzx e ANC o que é equivalente a
x€(ANB)U(ANC). Portanto, AN(BUC)C (ANB)U(ANC).
[D] Seja agora x € (ANB)U(ANC). Entao, (x € ANz € B)V(z € ANz € C).
Logo, z € AN (z € BV x € C). Consequentemente z € AN (B UC). Portanto,
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AN(BUC)D (ANB)U(ANCQC).

2) AU(BNC)=(AUB)N(AUC). Primeiro provemos a inclusdo [C]. Tome
xz € AU (BNC) um elemento qualquer. Entdao z € AV (x € BAz € (), o que
implicaem (x € AVe € B)A(x € AVva € C). Assim,z € (AUB)N(AUC).
Agora, provemos a inclusio [D]. Tome z € (AU B) N (AU C). Entao,

(re AVz e B)A(x € AVx € C), o que significa que z € AV (x € BAz € C).
Portanto, x € AU (BN C). Logo, como AU(BNC)C (AUB)N(AUC) e
AU(BNC)D (AUB)N(AUCQ), temos que AU(BNC)=(AUB)N(AUC).e

Defini¢ao 1.1.6. Seja X um conjunto fizo. O complemento de A (com respeito
a X ) ¢ dado por:
A=X\A={z:ze XNz ¢ A}

Teorema 1.1.3. As sequintes leis de De Morgan sao vdlidas:

1) (AUB)® = A°N B¢
2) (AN B)¢ = A°U B

3) (A =[As
vel vel
4) (A=A

el vel

Definigao 1.1.7. A diferenca simétrica dos conjuntos A e B ¢é dada por:
AAB={z : x€ AUB A ¢ AN B}.

Teorema 1.1.4. Para quaisquer conjuntos A e B temos:

1) AAB=(AUB)\(AN B);
9) AAB = (A\B) U (B\A);
3) AAB = (AN B)U(A°N B).

Problema 1.1.2. Sejam X e Y dois conjuntos. Provar que X = () se, e
somente se, Y = XAY .

Problema 1.1.3. Provar que

1) AAB = BAA;

2) AA(BAC) = (AAB)AC;

3) AN(BAC)=(ANB)A(ANC);
4) AAA =;

5) AAD = A.
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Problema 1.1.4. Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Provar que:
AAB C (AAC)U (BAC).
Quando a inclusio € estrita?

Observe o desenho para os casos CNANB=0e C=ANB.

Figura 1

Problema 1.1.5. Principio de inclusdo e exclusdo. Por #A denotemos o
nimero de elementos de um conjunto finito A. Se A e B sdo conjuntos com um

nimero finito de elementos, provar que Provar que:

#(AUB) =#A+#B —#(ANB)

# A= #A4— D #ANA)+ D #ANANA) - ...

i=1 i=1 1<i<j

1.2 Relagoes de Equivaléncia

Definicao 1.2.1. Sejam X e Y dois conjuntos. O seu Produto Cartesiano é
definido por

XxY={(z,y) : z€XAyeY}
Dizemos que (z,y) = (u,v) quando z = u e y = v simultaneamente.

Definicao 1.2.2. Qualquer subconjunto R C X xY é chamado relacao. Os
subconguntos Dom R C X e Cod R CY sdo definidos por

Dom R ={z: (z,y) € R para algum y},

Cod R={y: (z,y) € R para algum x},
e sao chamados dominio e codominio (ou contradominio) de R, respectivamente.
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Definicao 1.2.3. A relacio R C X X X € chamado relacdo de equivaléncia se

R goza das sequintes propriedades:

1) (x,z) € R, paratodox € X (reflexdo);
2) (x,y) € R = (y,z) € R, paratodo z,y € X (simetria);
3) (z,y)€Rel(y,z)€eR = (x,z) €R, paratodo z,y,z € X (transitividade).

Quando R ¢é uma relacdo de equivaléncia, em vez de (z,y) € R, usaremos a

denotacao = ~ y.

Definicao 1.2.4. Se R C X x X € relagio de equivaléncia e x € X entdo sua

classe de equivaléncia € dada por:
A, ={£eX : (2,8 € R}.
As classes de equivaléncia A, de = as vezes sdo denotadas por T.

Teorema 1.2.1. A relacio R C X x X € uma relacio de equivaléncia se,
e somente se, R gera uma particio de X de conjuntos cuja uniao € X e a

intersec¢ao de quaisquer dois conjuntos distintos é vazia.

Demonstracao:
(=) Seja R uma relagdo de equivaléncia. Provemos que Uzex A4, = X e A, N
A, =0 quando (z,y) ¢ R. Estes dois fatos podemos resumir dizendo que

U A, = X, para todo x ndo relacionado.
zeX

Primeiramente mostremos que, se (z,y) € R, entdo A, = A,. Para este
proposito, seja £ € A,, isto &, (x,£) € R. Como, por hip6tese, temos que
(x,y) € R, decorre da transitividade que (y,&) € R, ou seja, £ € Ay e, portanto,
Ay = Ay Y(z,y) € R.

Agora provemos que, se (z,y) ¢ R, entdo A, NA, = 0. Suponha o contrario,
que existe & € A, N A, Portanto, (z,£) € R e (y,€) € R. Logo, a transitividade
implica que (z,y) € R que é uma contradicdo.

(<) Suponha que a familia dos conjuntos {4,},e; forma uma parti¢do de X,
A, =XeA NA, =0 quando ¢ # k. Definimos a relacdo R

isto &, que J,¢;

através da regra:
(z,y) € R se z,y € A, para algum ¢ € I.

E facil verificar que R, definida desta forma, é uma relacdo de equivaléncia. e
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Definicao 1.2.5. Sejam X eY dois conjuntos. A relagio G C X XY é chamada
grifico de uwma funcio g se, para quaisquer xz,y,z, com x € X, y,z € Y que
satisfazem (x,y) € G e (x,2) € G, necessariamente temos y = z. Em outras

palavras, se g(x) =y e g(x) = z, entdo g € funcao se y = z.

Defini¢ao 1.2.6. Sejam X e Y dois conjuntos e f : X — Y uma fungdo.

FEntao,

1) se x1 # xo implica em f(x1) # f(x2), ou equivalentemnente,
f(x1) = f(x2) implica em x1 = xa, f é chamada injegio;

2) se f(X) =Y, f é chamada sobreje¢io;
3) se f € injecao e sobrejecao, ela € chamada bije¢ao.

Definicao 1.2.7. Os conjuntos X e Y sdo equipotentes se existe uma bijecdo
f: X—Y.

Problema 1.2.1. Provar que Z e 27 sao equipotentes.
Definicao 1.2.8. O conjunto X é enumerdvel se ele é equipotente a N.
Lema 1.2.1. Se X e Y sao enumerdveis entdo X XY € enumerdvel.

Teorema 1.2.2. Qualquer unidgo enumerdvel de conjuntos enumerdveis é um

conjunto enumerdvel.

Teorema 1.2.3. Se f : [a,b] — R € mondtona entio o conjunto dos eventuais

pontos de descontinuidade de f € no mdzimo enumerdvel.

Problema 1.2.2. Provar que R € equipotente ao intervalo (0,1).

1.3 Relacao de ordem

Definicao 1.3.1. Seja X um conjunto. A relaggo R C X x X € chamada

relacdo de ordem (ou simplesmente ordem) se:

1) (x,xz) € R, paratodox € X (reflexdo);
2) (z,y)€Re(y,2) €R = (x,z) € R (transitividade);
3) (x,y)€eRe(yx) R = zx=y (antissimetria).

As relacoes de ordem sdo chamadas também de ordens parciais. Se R é uma
relagdo de ordem, dizemos que (X, R), ou simplesmente X, é (parcialmente)
ordenado.

As vezes, em vez de (x,y) € R, escreveremos x < y.
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Definigao 1.3.2. Seja (X, R) parcialmente ordenado. Dizemos que X € linear-
mente ordenado e que R é ordem linear se, além das trés exigéncias anteriores,

R satisfaz a sequinte exigéncia adicional:
4) Para todo z,y € X exatamente uma das inclusées (z,y) € Rou (y,x) € R vale.

Conjuntos linearmente ordenados sao também chamados de "cadeias”.

Exemplos:

1) Se X =R e R é >, entdo (R, >) é linearmente ordenado
2) Se em X = C definirmos z; < 22 se |z1] < |22/, esta ndo é uma ordem, pois
ndo satisfaz a propriedade antissimétrica, uma vez que |z1| < |22 e |22] < |21]
implica em |z1| = |22|, mas ndo implica em z; = 29
3) Sejam Y um conjunto e X = P(Y) a familia de todos os subconjuntos de Y.
Em X podemos introduzir ordem de uma das seguintes formas:

(i) Se U,V € X, dizemos que U < V se U C V;

(ii) Se U,V € X, dizemos que U < Vse U D V.
Estas sao de fato ordens mas, em geral, nao sao ordens lineares.
4) Sejam D e Y dois conjuntos, e X = {f: D — Y : f & funcao} a familia de
todas as funcoes de D em Y. E possivel introduzir ordem em X desta forma:
Dizemos que fi1 < f2 se, e somente se, as seguintes exigéncias sdo satisfeitas
simultaneamente: Domfi C Domfs e fo|poms, = fi. Em outras palavras, por
esta definicao f1 < f2 se fo é extensao de f;.

Defini¢ao 1.3.3. Seja (X, <) parcialmente ordenado. O elemento xg € X ¢
chamado elemento maximal, no sentido da ordem, para X se nao existe y € X,
tal que xo <y e xg F Y.
Formalmente, o € um elemento mazimal se para todo y € X : zg <y entdo
Ty =Y.

Analogamente, o elemento zo € X é chamado elemento minimal, no sentido
da ordem, para X se nao existe y € X, tal que y < xg e y # xo

Definicao 1.3.4. Se x¢g € X € tal que y < xg, para todo y € X, entdo xo €
chamado de elemento mdximo.

De forma andloga, definimos xg € X como elemento minimo se, para todo
y € X temos que xg < Y.

Exemplos:
1) Se (X,R) = ([a,b],<), entdo o ponto b é elemento maximo e maximal.
2) Se (X, R) = ((a,b), <), ndo existe elemento maximo nem elemento maximal,

pois b ¢ X.
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Definigao 1.3.5. Seja (X, <) ordenado e B C X. Dizemos que £ € X € limite
superior para B se b < &, para todo b € B. O menor, no sentido da ordem, dos

limites superiores para B é chamado de cota superior de B.

Definigao 1.3.6. Seja (X, <) ordenado e B C X. Dizemos que £ € X € limite
inferior para B se £ < b, para todo b € B. O maior, no sentido da ordem, dos

limites inferiores para B € chamado de cota inferior de B.

Axioma de Escolha. Sejam X um conjunto qualquer, A um conjunto de
indices e F': A — P(X) uma fungédo que, para todo « € A, F(a) # 0. Entéo,
existe uma funcdo f: A — X, tal que f(«) € F(«) para todo a € A.

Em outras palavras, o Axioma de Escolha afirma que para qualquer familia
de conjuntos {F,}aeca nio-vazios, existe uma fungdo, que, para todo indice «
“escolhe” um elemento do correspondente conjunto F,,. Por isto, f e chamada

funcdo de escolha.

Figura 2 Axioma da Escolha

Lema de Zorn. Todo conjunto ordenado X tal que todos seus subconjuntos

linearmente ordenados tém cota superior, possui elemento maximal.

Em outras palavras, o Lema de Zorn afirma que X é tal, que toda cadeia sua

B possui cota £, entao, X tem elemento maximal.

Mais adiante, mostraremos que as afirmacoes do Axioma da Escolha e do
Lema de Zorn sao equivalentes. Primeiro precisaremos introduzir o conceito de

Boa Ordenacdo e apresentar o Principio da Indugdo Transfinita.

Um conjunto parcialmente, ou linearmente, ordenado pode nao ter um menor
elemento e, mesmo que o tenha, algum de seus subconjuntos pode nao ter um
menor elemento. Os sistemas ordenados, parcial ou linearmente, com a pro-
priedade de que todos os seus subconjuntos nao-vazios possuem um menor
elemento sao extremamente interessantes, como por exemplo o conjunto dos

nimeros naturais, com a ordem usual.
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Definicao 1.3.7. Um conjunto ordenado é bem ordenado se todo subconjunto

ndo-vazio tem um menor elemento.
Teorema 1.3.1. Toda boa ordem é uma ordem linear.

Demonstragdo: Seja (A,=) um sistema bem ordenado e seja B={z,y} um
subconjunto de A. Como A é bem ordenado, o subconjunto B tem um menor

elemento. Assim, x <y ou y < x, o que implica < ser uma ordem linear. °

Exemplo 1.3.1. (R, <) ¢ linearmente ordenado, mas nao é bem ordenado, pois
o intervalo real (0,1) = {z € R: 0 < z < 1} com a mesma ordem, nio possui

menor elemento, uma vez que o numero 0 nao pertence a esse intervalo.

Exemplo 1.3.2. (Q,>) é linearmente ordenado, mas nio bem ordenado. Jus-

tificativa andloga & do exemplo acima.

Exemplo 1.3.3. A classe dos ordinais com a ordem usual é bem ordenada, pois
qualquer que seja o subconjunto ({a1,as,as,...},<) do sistema (Z*,<) possui

como menor elemento, no sentido da ordem, o nimero a;.

Um dos fatos mais importantes sobre os conjuntos bem ordenados é que
pode-se provar propriedades de seus elementos por um processo analogo & in-
ducao finita. FEsse novo processo é conhecido como Principio da Indugao Trans-
finita (P.I.T).

Teorema 1.3.2. (P.I.T.) Seja ®(y) uma propriedade definida no sistema
(A, <), onde A € o conjuntos dos ordinais e a ordem ¢é a usual. Se ®(B) é
verdadeira e implica que ®(a) é verdadeira, para todo B < «, entdo temos que

O(a) é verdadeira para todo e qualquer ordinal «.

Demonstracao: Sabemos que a classe dos ordinais com a ordem usual é
bem ordenada. Suponhamos que para alguma propriedade @, que satisfaca as
hipoteses, exista um ordinal « tal que ®(«) é falsa. Entdo considere a classe
C ={a: ®(a)é falsa} # 0. Seja v = min(C), ou seja, o menor ordinal para
o qual a propriedade ® é falsa. Podemos tomar + dessa forma por que a classe
C ¢é subconjunto da classe dos ordinais, que é bem ordenada. Entdo, para todo
A < v, tem-se que ®(A) é verdadeira. Portanto por hipotese, ®() é verdadeira,
o que ¢ um absurdo. Assim, ®(«) ¢ verdadeira para todo e qualquer ordinal «.

Notas:
(i) O Principio da Inducédo Finita (P.I.F.) é um caso particular do P.I.T., apli-
cado ao conjunto dos naturais com a ordem usual;
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(ii) A diferenga essencial entre o P.I.F. e o P.I.T. & que no primeiro mostra-se
que uma propriedade é valida para um certo elemento a partir de seu predeces-
sor imediato e no segundo, mostra-se tal validade a partir do conjunto de todos
os seus predecessores;

Agora temos condi¢oes de mostrar a equivaléncia entre o Lema de Zorn e o
Axioma da Escolha, mas antes apresentaremos uma nogao de Classes Proprias,
que na literatura podem ser encontradas também como familia de conjuntos.

Na teoria moderna dos conjuntos, entende-se por Classe qualquer colegao arbi-
traria de elementos do universo. Todos os conjuntos sdo classes (que geralmente
sdo conjuntos), mas nem toda classe é um conjunto. Classes que ndo sdo conjun-
tos sao chamadas de Classes Préprias. O Principio da Limita¢ao do Tamanho,
em sua vaga formulacdo, diz que toda classe pequena (no sentido de cardi-
nalidade) sdo conjuntos, enquanto que classes proprias sdo muito grandes; Tao
grandes que ndo podem ser pensadas como objetos especificos (conjuntos). Além
disso, apenas cole¢oes transfinitas podem ser conjuntos, mas algumas colegoes
sao "absolutamente infinitas", e ndo pode-se pensar em compreendé-las em um
objeto. Desta forma, diz-se que toda classe que tem a mesma cardinalidade da
classe universo é muito grande e todas as outras sdo pequenas. As classes de

todos ordinais e de todos conjuntos sao classes proprias.

Teorema 1.3.3. As afirmacées do Lema de Zorn e do Azxioma de Fscolha sdo

equivalentes.

Demonstracao:
(Zorn = Escolha) Seja X um conjunto, A um conjunto de indices dado e F
uma fungdo de A em P(X), tal que, para todo o € A, F(a) # 0. O nosso
objetivo é provar a existéncia de uma funcdo de escolha que é definida para
todo a € A. Consideremos o conjunto 3 de fungbes

) Dg— X DgcC A
| a—gla) € Fla) Vo € Dyg.

Introduzimos ordem em ¥ do mesmo modo como no Exemplo 5:

Dg1 C Dyga

g1 =< g2 <
{ g92(@) = g1() Va € Dgy



1.3 Relagao de ordem 13

Seja H C X, uma cadeia. Em H definimos a funcéo:

D — X Dg= | Dy
geH
g(a) = g(a) «a € Dg para algum g € H

QI

A funcao g esta bem definida, pois o0 seu valor em qualquer o ndo depende da
escolha particular de g(a). De fato, sejam g, g1 € H duas fungoes definidas em
a. O fato de H ser linearmente ordenado nos garante que, ou g < g1 ou g1 < g.
Em ambos os casos ¢1(«) = g(a) (no dominio da restri¢do). Logo os valores de
g independem da escolha de g.

Temos, além disso, que g < g para toda g € H, ou seja, g é cota superior
para H. Portanto, pelo Lema de Zorn, X tem um elemento ¢g* que é maximal.
Mostremos que Dg* = A. Para este proposito vamos supor o contrario, isto €,

que existe um oy € A\Dg*. Definimos:

Dg* U {ag} — X
979 97 (@) = g*(@) Vo € Dg*
9" (o) € F(a).

Obviamente ¢** excede g*, nos sentido da ordem em X, e as duas fung¢bes néo
coincidem. Isto contradiz o fato de ¢* ser maximal para X.

Conseqiientemente, g* é uma funcao de escolha definida no conjunto inteiro
de indices A.

(Escolha = Zorn) Seja (X, <) um sistema parcialmente ordenado tal que
toda cadeia possui cota superior. Mostremos que X tem elemento maximal.
Para isso, definimos o seguinte conjunto p(z) = {y € X : z < y} € p(X),
onde p(X) é o conjunto das partes de X. Seja p(X) = {p(z) : x € X}. Se
p(z) € p(X) é vazio para algum = € X, ou seja, ndo existe y € X tal que x < y,
entdo = é o elemento maximal para X e, portanto, o teorema esta provado.
Agora, suponha que p(z) # 0 para qualquer z € X, isto é, para cada v € X
existe y € X que é maior do que x, o que implica no conjunto p(X) ser néo
vazio também. Entdo, pelo Axioma da Escolha, existe uma funcio de escolha
f em p(X), tal que para cada p(x) temos f(p(x)) € p(z). Entdo, pela defini¢do
do conjunto p(x) segue que x < f(p(z)). Pela indugdo transfinita, definimos

fa(p(z)) para todo ordinal «, num conjunto de indices A, da seguinte maneira:
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Desta forma, sempre que ¢ < «, fo(p(z)) € um limite superior de f;(p(z)),
pois:

far1(p(z)) = f(p(fa(p(2)))) € p(falp(z)), 0 que significa que fu(p(z)) <
fp(fa(p(x)))), pela definicao do conjunto p(z). Entao, fot1(p(x)) > fo(p(x)),
para todo ordinal a.

Entao, podemos facilmente construir uma funcio injetiva de A em X dada por
g(a) = fa(p(x)) para qualquer z € X arbitrario.

De fato: Como a classe A dos ordinais é bem ordenada, podemos afirmar que
se a < [, entdo o # [. Agora, temos que g(a) = fo(p(z)) que & menor
que g(8) = fa(p(z)) sempre que o < . Assim, para todo a # ( teremos
g(a) # g(B), o que define uma fungédo injetiva.

Como g é injetiva e tem como dominio o conjunto A de ordinais (que é uma
classe propria) entdo, a cardinalidade de X é no minimo igual & cardinalidade
de A. Portanto, X é também uma classe propria, o que contradiz o fato de X
ser um conjunto. Desta forma, ndo se pode ter tal funcdo de escolha e, assim, o
conjunto X admite um elemento maximal. °

1.3.1 Exercicios

1. Sejam A, B C X. Mostre que os itens abaixo sdo equivalentes:
a—)ACB; b—-)ANB°={; ¢-)AUB=DB; d—)B°C A5
e—)ANB=A.

2. Mostre que: (ANB)UC = AN(BUC) < C C A, para quaisquer conjuntos
A B,CCX.

3. Sejam A, B C X. Demonstre a igualdade: A\ B = AA(AN B).

4. Mostre que a inclusdo: (AU C)N (BUC) C AU B é verdadeira para
quaisquer conjuntos A, B,C C X.

5. A igualdade é verdadeira ou falsa? Dé um contra-exemplo ou demonstre:
AN(B\C)=(ANnB)\(ANCO).

6. Para quaisquer que sejam A, B,C' C X mostre que:
ANB=AeBNC=0= ANC = 0. Sugestdao: Prove por absurdo.

7. Sejam z,w € C. Temos que zRw < Re(z) = Re(w), onde Re(z) é a parte
real do complexo z. Prove que R é uma relacdo de equivaléncia. Faca o

esboco da classe de equivaléncia de um nimero complexo qualquer.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Seja R a relagdo de congruéncia sobre Z: aRb < a = b(modm), com
m > 1. Demonstre que esta é uma relagdo de equivaléncia. (Lembrete:
a = b(modm) < m|(a—b) < Ig€N: (a—b) =qgm).

Sejam p = (z,y),q = (w, z) € R%. Entdo, pRq < z —y = w — x. Mostre
que R é uma relagdo de equivaléncia e represente graficamente a classe de

equivaléncia de (2,1).

Sejam u,v € R?. Entdo, uRv < 3N € R* : u = \v. Mostre que R é

relacao de equivaléncia.

Seja R um subconjunto de Q x Q: xRy < x —y € Z. Prove que R é uma
relacdo de equivaléncia. Qual é o conjunto de pontos que sao relacionados

com o namero 17

Em N, definimos m < n < n|m. Mostre que esta é uma relagio de ordem
parcial, mas nao linear. Mostre que todo subconjunto tem limite superior,

segundo essa ordem. Determine o conjunto dos elementos maximais.

A ordem lexicografica < sobre um conjunto A é aquela seguida na orga-
nizacdo de um dicionario. Em um dicionério a letra a precede a letra c,
denotada por a < ¢ que se 1&: a precede c. Da mesma forma: a < abe,
aab < aabc e bace < bb. Outra situacao: 1 < 3 que se l&: 1 precede 3.
Analogamente: 1 < 125, 112 < 1123 e 2135 < 22. Mostrar que < é uma

relacdo de ordem sobre N.

Seja RC NxN: (a,b)R(¢c,d) @ a+d=b+c

a-) Demonstre que R é relagdo de equivaléncia. Determine e esboce as
classes (0,0) e(1,0);

b-) Sejam x = (a,b) e y = (¢, d). Entdo, xSy < a+d < b+ c. Mostre que

S & uma relacio de ordem linear.

Seja X um conjunto parcialmente ordenado. Mostre que:

a-) Se X tem um menor elemento, entdo = é o0 Unico elemento minimal de
X;
b-) Se X é finito, entdo o tnico elemento minimal de X, se existir, é o
menor elemento;

¢-) Dé um exemplo mostrando que se X néo for finito, o item b—) é falso.

Prove que o Axioma da Escolha é equivalente & seguinte afirmacfo: Dada
uma colecdo ndo vazia C de conjuntos nao vazios e distintos dois a dois,
entao existe um conjunto E que contem exatamente um elemento de cada
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17.

18.

19.

20.

conjunto da familia C. Este conjunto E é chamado de conjunto escolha

para C.

Mostre que o Axioma da Escolha implica na seguinte afirmacao: O produto

cartesiano de uma familia nao vazia de conjuntos ndo vazios é nao vazio.

Prove a equivaléncia entre as afirmacoes:"O produto cartesiano de uma
familia nao vazia de conjuntos nao vazios é nao vazio"e "Todo conjunto

nao vazio possui uma funcao escolha".

Mostrar que todo espago vetorial V possui uma base e que esta é um
elemento maximal para V, no sentido da independéncia linear. (Sugestao:

Lema de Zorn).

Demonstre que a seguinte afirmacgdo implica no Lema de Zorn: Qualquer
conjunto parcialmente ordenado contem um subconjunto linearmente or-

denado maximal.



Capitulo 2
Topicos da Topologia

2.1 Espacos Topolégicos

Definicao 2.1.1. Seja X um conjunto e T uma familia de subconjuntos de
X, isto é, 7 C P(X). Dizemos que T é uma topologia em X se as sequintes
erigéncias sao satisfeitas:

NPereXer;

2) Se Uy € 7 para todo a € A, entio J,cq Ua € 75

3)Se UeTteVer,entioUNV €.

Se 7 é uma topologia em X, a dupla (X, 7) é um espago topoldgico.

Os conjuntos de T sdo chamados abertos (com respeito a T).

Os complementos dos conjuntos de T sao chamados fechados.

As seguintes propriedades dos conjuntos fechados num espago topologico
(X, 7) so consequéncia imediata da definicio:
1) 0 e X sao fechados;
2) Se V, sao fechados, para todo o € A, entdo (), 4 Vo € fechado;
3) Se U e V sio fechados, entdo U UV é fechado.

Defini¢ao 2.1.2. Seja B C X, onde (X, 7) é um espago topoldgico.

1) O ponto 9 € B é chamado ponto interior de B se existe U € T, tal que
rg €U C B.

2) O ponto yo € chamado ponto aderente de B se, para todo U € 1, tal que
U > yo, temos UNB # 0.

Sucintamente dito, o ponto zq é interior de B, se xg estd em B juntamente

com pelo menos um conjunto aberto U que contém xgy. Analogamente, yq é
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aderente se, todo aberto que o contém, tem interseccao nao-vazia com B. Isto
implica imediatamente que, se xy é interior, ele é necessariamente aderente.
Entretanto, existem conjuntos que possuem pontos aderentes que nao sao inte-
riores.

Lema 2.1.1. Seja X uwma espago topoldgico. Entdo:
(i) O conjunto U C X ¢é aberto < todo seuw ponto é interior.

(ii) O conjunto V C X é fechado < todo seu ponto € aderente.

Demonstragao:

Primeiramente provaremos a afirmacéo (i). Para mostrarmos a inclusio

(<),

observemos que, se x € U, pela definicdo de ponto interior, existe U, € 7 tal

que z € U, C U. Entao,
U= U

zelU

De fato, para provarmos a inclusao U C U.,cyU,, basta observar que, se
x € U, entdo = € U,. Analogamente, a inclusdo U,cyU, C U segue pelo fato
que, se T € Uzep Uy, existe o € U, tal que x € Uy,. Mas U,, C U, pela forma
como estes conjuntos foram definidos. Entdo z € U.

Para estabelecermos a inclusao
(=)
observe que, se U € 7 e x € U, o proprio conjunto U é o aberto que é contido
em si, isto é, podemos definir U, = U e assim = € U, C U. Portanto = é ponto
interior de A.

Agora mostremos a afirmagao (ii). Comegamos com a inclusao
(<).
Temos que provar que X \V é aberto. Seja € X\V. Entdo, existe um conjunto
aberto Uy, tal que U, > z e U,NV = (), pois sendo, para o aberto U > z teriamos
UNV #( que contradiz o fato de  ser aderente. Mas, U, NV = () implica em
U, € X\V. Logo, X\V é de fato aberto.

Finalmente estabeleceremos a inclusao
(=).
Sabemos que V ¢é fechado. Suponha que a conclusdo nao é verdadeira, isto é,
que existe um z que é ponto aderente de V, mas ¢ ¢ V. Entao x € X\V e X\V
é aberto. Isto significa que existe um aberto U, 3 x;U, C X\V. Portanto, a
tltima inclusdo é equivalente ao fato de que U, NV = 0, o que significa que x

ndo é ponto aderente de V. Chegamos a uma contradicao.

Corolario 2.1.1. Seja X um espaco topoldgico. Entao:
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(i) O conjunto U C X € aberto < U coincide com a unido dos seus pontos
interiores.
(ii) O conjunto V. C X € fechado < V coincide com a unido dos seus pontos

aderentes.
Definicao 2.1.3. Seja A € (X, 7). O fecho A de A é definido por
A= ﬂ{B D A : B € fechado}.
Lema 2.1.2. O fecho A coincide com o conjunto dos pontos aderentes de A.

Demonstragao:
Seja
I'={xz€ X : z éponto aderente de A}.

Temos que provar que A = I'. Para este proposito, estabeleceremos que cada
um destes conjuntos € incluso no outro.

Para mostrarmos a inclusdo [C], seja # € A e suponha que ¢ T, isto é,
que = nao seja aderente. Entao, existe um conjunto aberto U, > z, tal que
U, NA=0. Mas X\U, ¢é fechado. Logo, z € X\U, ¢ X\U, D A.

A inclusdo [D] é obvia. De fato, A é fechado, poi ¢ interseccio de fechados.
Conseqiientemente, A contém os seus pontos aderentes. Isto implica imediata-

mente que, se z € I', entdo z € A.

Lema 2.1.3. O conjunto V € fechado se, e somente se, V =V.

Definicao 2.1.4. Seja X um espaco topoldgico e xg € X. O conjunto U é uma
vizinhanga de xg se g € ponto interior de U. Formalmente, U é vizinhanga de

xo se existe um aberto Uy, tal que zo € Uy, C U.

Figura 1 U é vizinha de z¢
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Defini¢ao 2.1.5. Seje xo € X que é um espago topoldgico e By, uma familia
de vizinhancas de xo. Dizemos que By, é base de vizinhancas de xo se, para

toda vizinhanga U de x, existe Uy, € By, tal que Uy, C U.

Definigao 2.1.6. A familia B de todas as bases B, de todos os pontos x € X €

chamada base (de vizinhancas) de X.

Exemplo 2.1.1. Sejam X =R e a topologia do conjuntos abertos:

a) Byy = Upey (o — £, 20+ 1) € base de vizinhangas de .
o0

b) By, = U (o — €n, 0o + €n), onde €, — 0, é base de vizinhangas de xg.

n=1
) 1 1 o
¢) Bz, = U (zo — 1o %o + ﬁ) nao é base.

n=1
d) Se 7 ={X,0} € a topologia cadtica, entio B, = {X} € base de vizinhancas
de xg.

Lema 2.1.4. Toda base B =], x B: do espago topoldgico X satisfaz:

1) SeV € B, entdgoxz V.

2) SeVhi,Va € By, existe V € By, tal que V C V4 U V.

3) Para todo V, € B, existe V, € B, tal que V, CV, e para todo y € f/x, existe
VyeBy : V, CV,.

Teorema 2.1.1. As propriedades 1), 2) e 3) do lema anterior implicam que exis-
te uma tunica topologia T em X, tal que B =] . x B € uma base de vizinhacas
de (X, 7).

Definicao 2.1.7. Se X € um espaco topoldgico e Ty C To, dizemos que T, €

mais fraca do que To.

A topologia {0, X} é chamada cadtica e a topologia P(X) é chamada discre-
ta. Obviamente, se X é qualquer conjunto, a correspondente topologia cadtica

¢ a mais fraca e a topologia discreta é a mais forte.

2.2 Funcoes Continuas em Espacos Topologicos

Definicao 2.2.1. O conjunto de indices A é chamado sistema direcionado &
direita se A € ordenado e, além disso, para todo a1, 00 € A, existe az € A, tal

que ovr; < a3 e (g < (3.

Exemplos:
1) (R, <) é um sistema direcionado a direita (sdd);
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2) ([a,b], <) € um sdd;
3) (P(R?),C) é um sdd;
4) (f, <) nio é um sdd.

Definicao 2.2.2. Seja A wm sistema direcionado & direita e X um conjunto.
Dizemos que ® : A — X é uma seqiiéncia genérica se ® é uma funcdio tal que
d(a) = x4 € X. As vezes, chamaremos de sequéncia genérica (ou generalizada),

o préprio codominio de P, isto é, {To}taca-

Definigao 2.2.3. Seja {va},c, uma segiéncia genérica em X. Se B é um
sistema direcionado a direita, e ¢ : B — A € tal que:

1) Se f1, B2 € B, 1 < P2, seque que P(B1) < ¥(B2);

2) para todo g € A existe 3 € B : ag < (),

entdo a fungio ¢potp : B — X ¢é chamada subsegiiéncia de {xo},c 4. Da mesma
forma, freqiientemente chamaremos de subseqiiéncia o codominio de ¢ o, isto
é {Tas}gep

Definicao 2.2.4. Seja {za},c4 C (X, 7) uma sequéncia genérica de elementos
do espago topoldgico (X, 7). O elementoy € X ¢é chamado ponto de acumulagio
de {z4} se, para todo conjunto aberto U 3 y e para todo indice « € A, existe
a1 € A tal que: o < a1 exy, €U.

Defini¢ao 2.2.5. Seja X um espago topoldgico. Dizemos que {xotaca — Zo
se, para todo conjunto aberto U 3 xq, existe ag € A, tal que, para todo o : ag <
a, temos o € U.

Definigao 2.2.6. Sejam X, Y espacos topolégicos. A fungio f : X — Y ¢é
continua em xo € X se, para todo aberto V- .C Y, com f(xg) € V, existe um
aberto U C X, tal que xo € U e f(U) C V.

Definigao 2.2.7. Uma aplicacio f : X — Y que transforma cada subconjunto
aberto U de X, num subconjunto aberto f(U) de Y chama-se uma aplicagdo
aberta.

Teorema 2.2.1. Seja f: X — Y onde X eY sao espacos topoldgicos. Entio
f € continua em todo ponto x € X se, e somente se, para todo aberto V CY, a
imagem inversa f~*(V) é um conjunto aberto em X.

Demonstracao:
A afirmacgio (<) segue imediatamente da defini¢do anterior.

Para provarmos (=), seja V um conjunto aberto de Y e W = f~1(V). Seja
xo € W. Entéo, f(xg) € V. Desde que f é continua em g, existe um conjunto
aberto U 3 xo, tal que f(U) C V. Logo, U C W. .
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Teorema 2.2.2. A funcio f: X — Y onde X eY sdo espagos topoldgicos,
é continua em o se, e somente se, para qualquer seqiiencia {x} que converge

para xo, a seqiencia {f(xa)} converge para f(xo).

Demonstracao:
Primeiramente vamos provar a afirmacao
@)
E dado que 2, — 2o. Queremos provar que f(zo) — f(z0). Seja V um aberto
em Y, que contém f(zp). Entdo, existe um conjunto aberto U em X que contém
zo tal que f(U) C V. Mas, sabemos que x, — xo. Portanto, existe ag € A,
tal que para todo a que segue «y, isto &, g < «, temos que z, € U. Portanto,
f(za) € V e, consequentemente, f(x,) — f(zo).

Para estabelecermos
(<),
suponha primeiramente que f nfo é continua em zy. Isto significa que existe
um conjunto aberto V 3 f(xo), tal que para todo U > xg, temos f(U) \ V # 0.
Consideremos a familia U de todos os conjuntos abertos U com esta propriedade.
Em U introduzemos a relacdo de ordem por inclusao de decrescimento, isto é,
Uy < Uy se Uy D Us. Assim, U torna-se um sistema direcionado & direita.

Escolhemos, para todo U € U, um ponto xy de U de modo que zy — zo.
Isto pode ser feito pois U contem todos os conjuntos abertos que contém x.
Portanto, se W é aberto, W > xq, existe U C W e zg € U C W. Entao, de fato
ry — xo. Por outro lado, desde que para esta escolha dos pontos zy temos que
f(zy) € V. Portanto, f(zy) 4 f(xo) que é uma contradicéo. .

2.3 Espacos Topolégicos Separaveis e Normais

Nesta secao provaremos os Teoremas de Urysohn e de Tietze.

Defini¢ao 2.3.1. Seja X wum espago topoldgico. X ¢é separdvel (T», ou de
Hausdorff) se, para quaisquer x1,x9 € X, x1 # 2, existem conjuntos abertos
U1€U22U1933‘1, UQBJ;geUlﬂUQ:@,

Definicao 2.3.2. Seja X um espaco topologico. X é chamado normal se, para
quaisquer conjuntos fechados Fy e Fo : Fy N Fy, = (), existem abertos Uy e
Ug:UljFl, UQDFgeUlﬂUQZ(D,

Lema 2.3.1. O espago topologico X € normal se, e somente se, para quaisquer
conjuntos C fechado e W aberto, tais que C C W, existe U aberto, tal que
CcUeUcCW.
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Demonstracao:

Figura 2 Representacao dos conjuntos U, W e C

Primeiramente provaremos a afirmacéao
(=).
Sejam C e W como na afirmacdo. Consideremos C' e X \ W que sio fechados.
Observemos que C N (X \ W) = 0.

Figura 3 Representagdo dos conjuntos C, Uy, Uy e W

Desde que X é normal, pela Definicao 2.3.2, existem conjuntos U; e Us
abertos, tais que Uy D C, Uy D (X \ W) e Uy NUz = 0. Seja U := Uy.
Entio C C U e U C (X \ Us). Portanto U; C (X \ Us). Consequentemente,
Uc(X\Upy)cw.

Mostremos agora a afirmagao
(<).

Sejam C' e F fechados disjuntos em X. Entao X\ F' é abertoe C C W = (X \ F)
Logo, existe um aberto U tal que C C U e U C W. Mas, X \U ¢ aberto, e como
UcCW,entdo F C X \U. Como U C U segue que X \ UNU = (). Portanto,

X é normal. .

Teorema 2.3.1 (Urysohn). Sejam X uwm espago topoldgico normal e A, B C X

fechados, tais que AN B = (. Entdo, existe uma funcio continua f: X — R
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de modo que
0, €A
fley=4 1, x € B
€[0,1], zeX.

Demonstracao:

Seja Gy := X \ B. Ele é um conjunto aberto, como complemento de fechado.
Desde que AN B =0, entdo A C G;. Pelo Lema 2.3.1, existe outro conjunto
aberto Gy, tal que A C Gg e Gy C G4. Aplicando o mesmo lema, com C = G
e W = (1, concluimos que existe um conjunto aberto Gz, tal que Gy C G1)2
e 61/2 C G;. Novamente pelo lema, com C = Gy, W = G /2, existe mais um
conjunto aberto G4, tal que Gy C Gy e 61/4 C Gy/2. Usando mais uma vez
o lema, desta vez com C = 61/2 e W = G, existe um aberto Gg/4 que satisfaz
61/2 - G3/4 e 63/4 C Gi.

Figura 4 Representacao dos conjuntos Gy om

Repitindo este raciocinio, podemos construir uma seqiiéncia de conjuntos
abertos Gy /om, onde m = 1,2,..., e k = 1,2,...,2™ que gozam das seguintes
propriedades: Se p,q e r sdo trés nimeros racionais, cada um da forma k/2™,
ep<q<r, entdo G, C Gg e Gy C G,. As vezes os ntimeros da forma sdo
chamados binarios.

Seja

) inf{r: zeG,, r=k/2"}, wxecX\B,
J(@) = 1, z € B.

E claro que f(z) = 0, z € A e f(xr) € [0,1], # € X. Provemos entdo a
continuidade. Seja z¢g € X e € > 0. Consideremos (f(zg) — &, f(zo) + €), que
é a correspondente e-vizinhancga de f(xg) em R. Temos que achar um aberto
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UcX,tal que U3 xge f(U) C(f(xg) —e, f(xo) +¢). Para este propdsito,
consideremos dois casos, o primeiro quando g € tal que f(zp) =1 e o segundo
quando f(zg) # 1.

a) f(zo) = 1 Pela propria definicio da funcéo f(z), temos que zo ¢ (,_y jom Gr-
Desde que a familia dos nimeros da forma k/2™ é densa em [0, 1], existe um
tal ntimero 79, 1 — 79 < &. Consideremos U = X \ G,,. Se # € U, entdo f(x) >
ro > 1 —e. Agora, desde que f(x) € [0,1], obviamente f(x) — f(xzo) <0 < e.
Portanto

f(xo) —e < f(x) < f(z0) +&.

b) f(zg) # 1. Vamos escolher r1 e ro da forma k/2™, tais que f(zg) —e <
r1 < f(xo) < re < f(xo)+e. Tal escolha é possivel pela densidade dos niimeros
binarios. Consideramos U = G, \ G,,. Logo, se x € U, temos 71 < f(x) < 1o,

o que implica em.

flzo) —e < f(x) < f(xo) +e.

Corolario 2.3.1. Seja X um espago topoldgico normal e A, B C X fechados,
com AN B = 0. Entdo, para quaisquer nimeros reais my < msa, existe uma
funcao continua g : X — R de modo que

my, zeA
g(z) =< ma, x€B
€ [my,mse], x€X.

Lema 2.3.2. Seja X um espago topoldgico normal, A um conjunto fechado, e
v : A — R uma funcio continua, tal que |p(x)| < C. Entdo, existe uma fun¢do

continua f: X — R, tal que

Demonstracao:

Considere
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Temos que Ay e Ay sdo fechados em X e A;N Ay = (). Pelo Teorema, de Urysohn

segue que existe uma fun¢do continua, f: X — R tal que

—lC, e A

flx) =14 3C, x € As

F Y
il
1/3C /\/
0 o / 4 .
Al
1030
=5

Figura 5 Representagdo da funcao

Claramente | f(z)| < £C para todo z € X. Agora, se x € Ay,

£(&) — pl) = ~3C ~ p(a) 20

e

p(z) - f(z) > -C+ -C=—-=C
Portanto,

J@) = p@) 20 e (@) - pl@) < 5O
Consequentemente,
lolw) - (@) < 3.

Se x € As,

0<¢($)—f(w)<0——cz§c
Logo,
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Sex ¢ Ay e x ¢ Ay simultaneamente,

1 1
()l < 2C e |f(z) < 3C.

3 3
Consequentemente,

C.

[SVR )

= lp(@) = f(@)] < lp@)| + [f(2)] <

Teorema 2.3.2 (Tietze). Seja X um espaco topoldgico normal, A um conjunto
fechado em X e p: A — R uma funcao continua e limitada. Entdo existe uma

extensdo continua f: X — R, tal que fla = ¢ e, além disso,

inf p(z) < f(z) <supp(z), VzelX.
z€A z€A
Demonstracao:
Desde que ¢(x) é limitada em X, existe uma constante C, tal que |¢(x)| <
C, ¥V x € A Além disso, podemos supor, sem perda de generalidade, que
inf{p(r) :x € A} = —C e sup{p(z) :z € A} = C. De fato, se provarmos a
afirmagao do teorema para funcdo ¢(z) com esta propriedade, para tratarmos
o caso geral, basta somente observar que o enunciado do teorema nao depende
de “transformagoes” da forma ¢(z) + ¢, f(z) + c.
Primeiramente, provaremos por inducao a existéncia de uma sequéncia de

fungdes continuas {f,} que satisfazem

f@ﬂ<1(2)%37 Voex (23.1)
n — 3 3 ) 9 ..
e, além disso,

o) = fi(2) — .. — fulw)| < @) C. vicA

Paran = 1, o resultado segue do Lema 2.3.2, ou seja, existe uma fun¢do continua

f1, tal que
2 1
lp(x) — fi(x)] < gc, VeeA e |fi(z) < §C7 VzelX.
Para n = 2, considere ¢ = ¢ — f1. Temos que

2 /
¢l =le—hl < 50=C"
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Logo pelo Lema 2.3.2, existe func¢io continua fs tal que
2 . (2\? 1, 1(2
— < — = — < — = — — .
o — fo| < 3C’ <3> C e |fe| < 30 3 <3) C

Hipotese de indugdo: Suponha que o resultado seja valido para um ntmero

natural n, isto é, que existem funcoes continuas f1, fo, ..., fn, todas satisfazendo

(2.3.1), e, além disso,
2\" ”
< =-) C=C
o< (3) ,

onde ® = p— f1 —...— f,. Entdo, pelo Lema 2.3.2, existe uma funcéo continua
Jnt1, tal que

2 ., 2 /2\" 2\ "t 1/2\"
— <— = — = — <— — .
|¢' fn+1| > 30 3 <3) C (3> C e |fn+1| =3 (3> C

Portanto, o resultado vale para n+1, e assim pelo principio da indugao matemaética,
para qualquer numero natural n.

Consideremos a funcao

fx) = _Z fi(z).

A série é absolutamente convergente. De fato,

o] 1 e’} 2 i—1 1 1
HEWIEIE Y (3) -3¢

Por outro lado, se uma série de funcoes é absolutamente convergente, ela é tam-
bém uniformemente convergente. Portanto, a sua soma é uma fung¢do continua.
Consequentemente, f é continua. Desde que |f| < C, entdo

inf (z) < f(z) <supp(z), VzelX.
z€A zEA

Temos que f(z) = S,(x) + Ry(z), onde

n o0
Su(@)=>_ filz) e Ru(z)= Y fi(x).
i=1 i=n+1
Do fato de S,,(x) convergir uniformemente para f(x) segue que para todo & > 0,
existe v € N, tal que, para todo n > v temos que |S,(z) — f(z)| <e, V2 € X.
Portanto, |R,(z)| < e, ¥z € X. Seja u > v e, além disso (2)" C < e. Logo,
para todo n > pu > v temos que

|Rn(z)| <e,VaxeX
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o) -5 < (3) e (3) o<avaca

Portanto,
lp(x) = f(2)| = |o(x) = Sn(z) 4+ Ru(2)] < @(2) = Sn(@)|+|Rn(2)] < 26, V2 € A

Consequentemente, p(z) — f(z) =0, V 2 € A, ou seja, f|la = ¢. .

2.4 Compactos em espacos Topolégicos

Defini¢ao 2.4.1. Seja X um espago topoldgico e D C X. A familia {Uqs} ¢ 4

é chamada cobertura de D se U U, O D. Equivalentemente, para todo x € D,
acA

existe pelo menos um indice a € A, tal que Uy > .

Definigao 2.4.2. Seja X um espago topoldgico. O conjunto K C X é chamado
compacto se, para toda cobertura {Us}aca de K, composta por conjuntos abertos
Uy, existe n € N e indices a1, a9, ,ap € A, tais que

n
UUa. o K.
i=1
Isto significa que K é compacto se qualquer cobertura de K, composta por
conjuntos abertos, possui uma subcobertura finita.
Frequentemente, as coberturas compostas por conjuntos abertos sdo sucin-

tamente chamadas de coberturas abertas.

Lema 2.4.1. Seja X um espaco topoldgico e K C X um conjunto compacto.

Se G é um subconjunto fechado de K, entao G € compacto.

Demonstracao:
Seja {Ua}aca uma cobertura aberta de G, isto é, |J,c 4 Ua O G. Obviamente
V = X\ G é aberto. Portanto, VU{U,}aeca & uma cobertura aberta de K, que
é compacto. Logo, existem aq,...,q, € A tais que

n
VulJU.,oKDG
i=1
Conseqiientemente, |J!'_, U,, D G, e portanto, G é compacto. °

Definicao 2.4.3. Seja F' uma familia de subconjuntos de D. F tem a pro-
priedade da intersecgdo finita se, todo niumero finito de elementos de F' possui
intersecgcdo nao-vazia. Formalmente, isto significa que, se

F={F,CD : aec A},
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entio F possui a propriedade da interseccio finita se, para todo n € N e para
n
quaisquer oy, ..., a, € A, temos que ﬂ F,, #0.
i=1
Definicao 2.4.4. Seja (X,7) um espago topoldgico e D C X. A familia de
conjuntos 7o = {UND : U € 7} é chamada topologia induzida por D

- e
- ct
o

Figura6 7p ={UND : U et}

e Provar que (D, 7p) € um espaco topoldgico

Lema 2.4.2. Seja X um espago topoldgico e K C X. Entao, K € compacto se,
e somente se, toda familia de subconjuntos fechados de K que satisfaz a p.i.f.

(com respeito a topologia induzida em K ) tem interseccio ndo-vazia.

Demonstragao:
Provaremos inicialmente a afirmacao
(=).
Suponha que F = {Fg}gep é uma familia de subconjuntos fechados de K
satisfazendo a p.i.f. e cuja interseccao é vazia, ﬂﬁeB F3 = (0. Definimos Ug =
K \ Fgz. Temos que

Uus= ) E\Fs) =K\ [ Fs =K.
BeB BeB BEeB

Portanto {Ug}gep € uma cobertura aberta de K, que é compacto. Logo, existe
indices B1, B2, .. ., Bn, de modo que UZL:1 Us, D K. Isto é equivalente ao fato de
que K \ (., F3, D K. Consequentemente

KN ﬁng =0,
i=1
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0 que é uma contradicdo com o fato de F' satisfazer a p.i.f..
Para provarmos a afirmacao
(=),
seja {Uq taca uma cobertura aberta de K, isto ¢, | JU, D K. Entdo, para os
conjuntos F,, = K \ U,, temos

(Fa= ) (E\U) =K\ |J Ua =0

acA acA acA

Desde que a intersecgao dos conjuntos Fy, € vazia, {F, }aca nao satisfaz a p.i.f.,
isto é, existem oy, ..., an,, tais que ﬂ?zl F,, = 0. Consequentemente,

n

UUM:U(K\FM):K\QFMZK

i=1
Portanto K é compacto. °

Lema 2.4.3. Seja X um espago topoldgico separdvel. Se o conjunto K C X €
compacto, entdo K € fechado.

Demonstracao:
Provaremos que X \ K é aberto. Seja z € X \ K. Se y € K ¢ um ponto
arbitrario. Entdo y # z. Desde que X é separével, existem conjuntos abertos
Vy e Uy, tais que V, > z, U, > y e U, NV, = 0. Obviamente |J, ¢ Uy D K, isto
é, {Uy}yek € uma cobertura aberta de K. O fato de K ser compacto implica na
existéncia de uma subcobertura finita {U,, }!_;. Denotamos por U a unido dos
conjuntos desta subcobertura, U = J_; Uy,. Seja V =, V,,. Obviamente

U e V sao abertos. Além disso,
KcU e Vaxz e UNnV=0. (2.4.2)

De fato, as afirmac¢bes K C U e V' 3 x sdo conseqiiéncias imediatas das definigoes
de U e de V. Para provarmos que U NV = (), vamos supor o contrario, isto
é, que existe z, tal que z € U e z € V simultaneamente. Portanto existe pelo
menos um indice k, 1 <k < n, tal que z € Uy,. Mas z € V},, pois z esta dentro
de todos os V,,,. Portanto, teremos Uy, NV, # 0, que é uma contradi¢do com
a escolha dos conjuntos Uy e V.

Observamos agora que (2.4.2) implicaem z € V C X\ U C X \ K. Isto

significa que = & um ponto interior de X \ K, isto é, que X \ K ¢é aberto. °

Teorema 2.4.1. Todo espaco topoldgico separdvel que é compacto, € normal.
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Demonstracio: Seja K um espaco topologico separdvel e compacto. Sejam
A e B fechados, tais que A,B C K e ANB = (). Lema 2.4.1 implica que A e B
sao compactos.

Primeiramente consideremos um ponto qualquer y € B. Desde que K &
separavel, para todo = € A existem conjuntos abertos Uy e Viy, tais que Uygy 2
x, Voy € y e UyyNVyy, = (. De fato, podemos afirmar até que Uy D A, Vg O B.

Figura 7 Representacao da cobertura U,

Desde que U Uzy D A e A é compacto, existe uma subcobertura finita, i.é,
z€A

oninA e ﬁinyay.

i=1 =1

n n

Obviamente os conjuntos U, := U Ugp,y e Vy = m Vz.y sado abertos. Além
i=1 i=1

disso, podemos provar, como no lema anterior, que U, NV, =0

yepVy O B. Mas B
também é compacto, o que implica na existéncia de uma subcobertura finita
{Vy.}, isto &, U?:1 Vy, O B.

Podemos introduzir os conjuntos V := JI, V;, e U := (/_, U, e afirmar

Variando agora o ponto y em B, concluimos que |J

que eles sdo abertos. Obviamente U D A e V D B. Precisamos mostrar que
UNV = (. Para este proposito, suponha que existe z : z € Ve z € U.
Entao, existe um indice k,1 < k < n, tal que z € V,,. Mas obviamente z € U,
também, o que implica em V,, NU,, # 0 que contradiz & escolha destes conjutos.

Teorema 2.4.2. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f : X — Y uma funcdo
continua. Se K C X € compacto, entdo f(K) CY também é compacto.

Demonstracao:
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Seja J,ea Vo uma cobertura de abertos de f(K), isto é,

U Ve 2 £(E).

acA
Desde que f € C(X), entdo os conjuntos U, := {x € X : f(z) € V,} sdo
abertos em X. Além disso, obviamente os conjuntos U,, a € A, formam uma
cobertura de K, J,c4 Ua D K. Desde que K é compacto, entdo, existe uma
subcobertura finita, isto &, |J;_, U,, D K. Consequentemente,

U Ve = U (FU)) > f(K),
=1 i=1

e portanto, f(K) é compacto. .

Lema 2.4.4. Seja X um espago topolégico, {x o taca uma seqiiéncia generaliza-
da em X ey wm ponto de acumulagio de {x,}. Entio, existe uma subseqiiéncia

{zap}, tal que {zap} — y.

Demonstragao:
Temos que construir uma subseqiiéncia {z.g}, tal que, para todo conjunto
aberto V' 3 y, existe um indice By, de modo que, para todo 3,3y < (3, temos
zap € V. Seja

B={(o,V) : a€A, Voyex,eV}

Introduzimos ordem em B da seguinte forma: dizemos que 1 < (2 se as exi-
géncias a1 < ag e Uy D Us sdo satisfeitas simultaneamente. Pelo fato de y ser
ponto de acumulagdo, a segunda exigéncia desta defini¢ao é valida.

Provemos que {zo3} — y. Sejam V aberto, V 3 y e By = (ag, V). Isto
significa que x,, € V. Portanto, para todo 8 > [p, temos que ap < a e
To €V C Vo, =V. °

Teorema 2.4.3. Seja X um espaco topoldgico e K C X. Entao, K é compacto
se, e somente se, toda sequéncia {Tq}aca de elementos de K possui wm ponto

de acumulacdo em K.

Demonstracao:
=)
Seja {Zataca uma seqiiéncia generalizada de X tal que z, € K. Suponha que
todos os pontos de acumulacao de {z,} pertencem a X\ K.

Seja © € K um ponto qualquer de K. Entao, ele ndo é ponto de acumulacio
de {z,}. Portanto, existe um conjunto aberto U,, U, 3 x, tal que, existe um
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indice ag, de modo que, para todo a > ay, temos que z,, ¢ U,.. Por outro lado,

U U, > K.
zeK

Desde que K é compacto, existe uma subcobertura finita

n
Uu.. ok
i=1
Seja o indice a; tal que, para todo « > o, temos zo, € U,,.

Desde que A é um sistema direcionado a direita, existe o/, tal que a; <
o, .., an < o simultaneamente. Entdo, x, & U,,. Chegamos a uma con-
tradicdo pois zo € K C Ui U,,.

(=)
Seja {V3}gep uma cobertura aberta de K,
U ok
BeB
Suponha que K nao é compacto. Isto significa que para todo subconjunto finito
de indices teremos .
Uw s K.
k=1
Seja

A:={a={W, ...,Vnd} : d é finito, V € {Vﬂ}ﬂeB; k=1,...nq4}

A ordem em A é definida por a3 < as & a3 C as. Para todo indice a € A,
escolhemos um ponto z,, tal que z, € K\(U;4,V;). A sequéncia {Zq}aca tem
que ter um ponto de acumulagao y € K.

Seja Vg, > y e ag = {Vg,}, o € A. Se a > ag,a € A, entdo a =
{Vsy, Vi, .sy Vi, }. Pela definigdo da sequéncia, z, & Vg,. Portanto, y nido pode

ser ponto de acumulagdo em A para {z,}, o que é contradigio. )

2.5 Teorema de Tikhonov

Definigao 2.5.1. Seja {X,}aca, onde X, # 0 para todo a € A, uma familia
de espagos topologicos. Pelo Axioma da Escolha existe pelo menos uma fungdo
f:A— U Xq tal que : f(a) = X4 para todo o € A.

acA
O conjunto de todas as fungées f com esta propriedade é chamado produto

de Tikhonov de {Xa}aca.

O produto de Tikhonov é denotado por H Xa.
a€A
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Notemos que um elemento do espago-produto é da forma x = (x4 : a € A),

onde z,, € X,. Portanto, um ponto x é uma funcio x : A — U X, tal que:
a€cA
z(a) = x4 € X, para todo a € A.

Definigao 2.5.2. Os abertos elementares em H X, sao os conjuntos da forma
acA
H U,, onde U, C X, todos os U, sdao abertos e, além disso, somente

acA
para um numero finito de indices o temos Uy, # X. Em oulras palavras, isto

significa que dentre todos os indices o € A, existe somente um ndmero finito n

deles a1, aa,...,ayn com a propriedade que Uy, € Xop, .., Ua, C Xa, -

= =

Definicao 2.5.3. A funcdo

Ta HaeAXOé - Xﬁ
g f —  f(B)

é chamada projecao do espago de Tikhonov sobre Xgz.
Podemos também definir os abertos elementares do espago-produto H Xa

acA
da seguinte forma:

-
Il
3
Sl
g
=
8
Il

U,

onde U,, é um subconjunto aberto do espago X,,.

Portanto, um aberto qualquer do espago-produto serd qualquer uniao e in-
terseccao de abertos elementares.

Observemos que, os abertos elementares constituem uma base de uma topolo-
gia T no espago-produto. De fato, pois a intersecgdo finita de abertos elementares
é, por definicdao, um aberto elementar e qualquer aberto de 7 é a unido de abertos
elementares, por definicdo. Assim,

T = {G : G = U U, onde U sao os abertos elementares ou G = ﬂ Ul} ,

i=1

define uma topologia no espago-produto, ou seja, (][ ,c 4 Xa,7) € espaco topologico.

Teorema 2.5.1. As projecoes 7o : X — X, em um espa¢o produto X = H Xa

a€A
$Go continuas e abertas.

Dem: Seja U,, um aberto de X,,. Pelo teorema 2.2.1, para provar que

Tae : X — Xq, € continua, é necessario e suficiente mostrar que para todo Uy,
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-1

aberto em X, temos 7, (Uy,) € aberto em X. Por defini¢cao temos

T (Usy) = Uqy ¥ H Xo( fatia de largura U,,)

aFap

que é um aberto do espaco-produto, o que demonstra a continuidade.
Continuando, seja U um aberto elementar de X, i.é,

U=Uy x...xU,, X H X

aFoy

Entéo 74, (U) = U,,, € um aberto de X,,. Como todo aberto V de X é a unido

de abertos elementares, ou seja, V = U U, segue que, 7, (V) = Uwak(U,\) é
A A
aberto de X,, . Portanto, as projecoes sao abertas.

Teorema 2.5.2. Uma seqiéncia x1,%2,... de pontos de um espago-produto

X = H X, converge para um ponto x € X se, e somente se, para cada pro-

acA
je¢io o : X — X, a seqiiencia 7o (21), To(T2),... converge para () no

espago-coordenado X,,.

Dem: (=) Suponha z,, — z. Entio, como toda projecdo é continua, segue
do teorema 2.2.2 que 7y (z,) — 7o (2).

(<) Suponha 7, (z,) — 7, (x) para toda projecao 7, : X — X,

Pela defini¢do de convergéncia, =, — x se para todo U aberto contendo x,
existe n, € N tal que n >ng =z, € U.

Seja U 5 x um aberto qualquer, 1.6,
U=n'Us)N...075" (Ua,,)

onde U,, é um aberto do espago-coordenado X,,. Como z € U, segue que,
Ty () € Moy (U) = Uy -+, T, (€) € T, (U) = U,,,. Mas por hipotese,

Top (Tn) = Toy (), E=1,...,m
e portanto,
Ing € Njn > ng, = 1, (2n) € Uy, = p € ﬁ;kl(U%)
Tomemos ng = max{ng}para k =1,2,...,m. Entdo,

n>nyg =, €1, (Up)N.o.Nyt (Ua,,) =U

Qm

Portanto, x,, — x.
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A seguir, demonstraremos um dos mais importantes teoremas da topologia,
conhecido como Teorema de Tikhonov, que mostra a compacidade do espaco-
produto. Para provar este teorema faz-se uso do seguinte resultado, que é con-
seqiiéncia do lema de Zorn.

Lema 2.5.1. Seja S uma colecio de subconjuntos de um conjunto X, com a

propriedade da interseccao finita. Existe uma colecdo M de subconjuntos de X,

mdxima com a propriedade de interseccdo finita e contendo .

Dem: Seja P o conjunto de todas as colecoes I' de subconjuntos de X que
contém e gozam da propriedade da intersecgdo finita. Consideremos (P, C)
parcialmente ordenado. Notemos que, dado um conjunto linearmente ordenado
de colecoes de subconjuntos de X, cada uma delas em P, a uniao dessas colegoes
ainda pertence a P, e portanto, todo subconjunto linearmente ordenado de P
possui cota superior e, pelo Lema de Zorn, existe em P um elemento maximal
M, o que demonstra o lema.

O elemento maximal M do lema possui as seguintes propriedades:

(i) Todo superconjunto de um membro de M também pertence a M;

(ii) A intersec¢o de um numero finito de membros de M também pertence a

M;
(iii) Se U N M # 0 para todo M € M, entdo U € M.

Demonstraremos apenas o item (iii), os outros dois itens ficam como exerci-
cio.

Demontragio: Suponha que U ¢ M, entdo existe um elemento que pertence
a U e nio pertence a M. Tomemos o conjunto M* = U | J M. Este conjunto esté
em (P, C). De fato, M* contém S e goza da p.i.f., pois usando a hipotese de que
UNM # 0 para todo M € M e a propriedade (ii), temos: U (= M) # 0,
onde M;, € M. Portanto, M* é diferente e maior que M, no sentido da ordem,

o que ¢é absurdo, pois M é o elemento maximal.

Teorema 2.5.3. Se {X,}aca € uma familia de espagos compactos, entdo o

produto
X =1]] Xa
acA
é compacto.
Dem: Seja § = {F; : i € I} uma familia de subconjuntos fechados do

produto X com a propriedade da interseccao finita. Entao, pelo lema 2.4.2,
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para provar que X é compacto, é necessério e suficiente mostrar que ﬂ F;, #0,
icl
ou seja,

Jdxz € X tal que x € F; para todo F; € &

Pelo lema anterior, podemos escolher uma colecdo M = {M; : j € J} de
subconjuntos de X, contendo & e maxima com relacdo a propriedade da inter-
seccdo finita. Notemos que os conjuntos pertencentes a M nfo sdo necessaria-
mente fechados. Por este motivo, definamos M = {M; : j € J}. Observemos
que F; € = F, =F, ¢ F; ¢ M = F;, ¢ M. Entdo basta provarmos que M

tem uma interseccao nao-vazia, isto &,
Jz € X tal que x € M; para todo M; € M

e portanto, x é ponto de acumula¢do de todo M; € M. Pela definicdo de ponto
de acumulagdo, o teorema estard provado, se mostrarmos que para qualquer
aberto U 3 x do espago-produto, temos: U (M, # () para todo M; € M.

Seja m, : X — X, a projecao no espaco topologico X,. Para cada indice «,
a colecao

Wa(M) = {Wa(Mj) RS J}

das projecoes de todos os conjuntos M; € M tem a p.i.f.. De fato, pois
Ta(M1) O N (My) D mo(MiN...NM,) #£0

Logo, a colecao dos fechos

(ra(M): j € J)
é uma colecao de subconjuntos fechados de X, que também satisfaz a p.i.f..
Agora, usando a hipétese de que cada X, é compacto e o fato de que
{ma(Mj) : j € J} C X, satisfaz a p.i.L., pelo lema 2.4.2, segue que (7o (M) #
0, para todo M; € M, isto &,

Iz, € X, tal que x4 € To(M;) para todo M; € M

Portanto, o é ponto de acumulacéo de . (M;), para todo M; € M, ou seja,
para qualquer conjunto aberto Uy 2 « do espago X, temos U, (7o (M;) # 0
para todo M; € M.

Seja ¢ = (x4 : @ € A) o ponto de X que possui como coordenadas os

T, assim obtidos. Vamos mostrar que este x é ponto de acumulagao de todo
Mj e M.
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Sem perda de generalidade, tomemos U um aberto elementar de X = H Xa

acA
contendo x. Pela definicao de aberto elementar, temos:

U=a'Us)N...0 75" (Ua,,)

Am

onde cada Uy, € um aberto de X, . Assim, comox € U = 74, (¢) = Zo, € Ua,-
Portanto, do fato acima demonstrado, concluimos que, para cada indice k, e para
todo M; € M

Upy, N 7o, (M) # 0

e dai resulta que

7o (Ua, ) N M # 0 para todo M; € M

g

Por causa da maximilidade de M, segue da propriedade (iii) de elemento ma-
ximal, que:
71 (Us,) € M para k=1,2,....m

(&2

Como M satisfaz a propriedade da intersec¢io finita,

UNM;=r'Us)N...0 75" (Ua, ) N M; # 0 para todo M; € M

Qm

e portanto x € ponto de acumulacdo de M, e assim o teorema estd provado.

2.6 Exercicios

1. Demonstre as trés propriedades dos conjuntos fechados num espago topologico

(X, 7), isto &, demonstre que:
(i) © e X sao fechados;
(ii) Se Vi sdo fechados, para todo a € A, entdo [, 4 Va € fechado;
(iii) Se U e V sdo fechados, entdo U |JV é fechado. (Dica: Use as leis de
De Morgan para mostrar (ii) e (iii)

2. Prove o lema 2.1.3 : O conjunto V é fechado se, e somente se, V = V.

3. Demonstre que se {7, : @ € A} & uma cole¢do de topologias num conjunto

X, entdo, a interse¢do ), c4 7o ¢ também uma topologia em X.

4. A uniao de topologias 7, de X é também uma topologia em X. (Em caso

afirmativo demonstre, ou de um contra-exemplo).
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10.

. Prove que uma funcdo f : X — Y é continua se, e somente se, a imagem

inversa de todo subconjunto V fechado de Y é fechado em X.

Sejam as funcbes f: X — Y e g: Y — Z continuas. Prove que a funcao
composta gof : X — Y é também continua.

Mostre que se X é separavel, entao toda sequéncia convergente em X tem
limite tnico.
Seja T a topologia cofinita num conjunto X. Mostre que (X,7) é um

espaco compacto.

Seja U um membro da base definidora para um espaco produto X =
[, Xi. Mostre que a projegao de U sobre qualquer espago ¢ aberta.

Seja {X, : @ € A} uma colecdo de espacos de Hausdorff e X = H Xa
a inA
o espaco-produto. Mostre que X é também de Hausdorff.

2.7 Resolucao dos Exercicios

1.

3.

Demonstragdo: (i) X e @) sdo complementares dos conjuntos abertos 0 e
X respectivamente, logo sao fechados. (ii) Seja U, = X \ V,. Assim, cada
U, & aberto em X, logo U = |JU, é também aberto. Seja V = ﬂ Va,

acA
como V, = X \ U,, entdo pela Lei de De Morgan,

V=[Va= (X \Ua) =X\ |J Us=X\U

acA acA a€A

segue que V' é complementar de aberto, logo V = ﬂ V.. € fechado. (iii)

a€cA
Sejam W1 = X \U e Wy = X \ V abertos. Logo, W = W; (| W5 & aberto

eUUV =X \W)UX\Wy) =X\ (W W) =X\ W, assim segue
que UV é fechado.

. Dem: (<=) O fecho de qualquer conjunto é4 um subconjunto fechado por

ser a interseccdo de fechados. Logo, se V =V, entdo V ¢é fechado.

(=) Se V & fechado, entdo V pertence a familia dos fechados de X que

contém V, entdo a interseccio dessa familia é V, logo, V = V.

Dem: Vamos mostrar que as trés exigéncias da Def. 2.1.1 sao satisfeitas:
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(i) Temos que X e @ pertencem a 7, para todo « € A, logo, pertencem
a intersec¢do ﬂ To- (i) Além disso, se U,V € ﬂ Ta, €ntdo U e V

acA a€cA
pertencem a cada 7., € A. Como cada {7,,a € A} é topologia entdo

UNV € 7,, para todo a € A e , portanto, UNV € ﬂ Tw, poOrtanto
acA
satisfaz a exigéncia (3) da def. 2.1.1. (iii) E andlogo para a exigéncia (2).

4. Dem: Falso. Dé um contra-exemplo.

5. Dem: (=) Seja V um subconjunto fechado em Y. Entdo Y \ V ¢é aberto
em Y. Desde que f é continua, temos que f~1(Y \ V) é aberto em X.
Como f~H(Y\V) =X\ f~1(V) entdo f~1(V) é fechado.

(<=) Tomemos V fechado em Y. Suponhamos que f~1(V) & fechado em
X. Seja U um conjunto aberto em Y. Entdo, Y \ U é fechado em Y e,
7YY \U) =X\ f~1(U) é fechado em X, logo f~1(U) & aberto em X e,

portanto, f é continua.

6. Prova: Seja U um aberto de z. Entdo, g~!(U) é aberto em Y, pois g
é continua. Mas f é também continua, logo, f~1(g~*(U)) é aberto em
X. Como (go f)~1(U) = f~1(g71(U)), entdo dado U aberto em z temos
(go f)~1(U) aberto em X. Portanto go f : X — Z & continua.

7. Dem: Seja {xq taca uma seqiiéncia. Suponhamos que {z,} converge para
aeb, coma#b Como X é separdvel, existe abertos Uy e Us tais que
Uy 2a,Us >be U [\Uz = 0. Por hipétese, {xo} — a, logo, existe
ap € A, tal que, para todo a : ap < «, temos x, € Uy, i.é, U; contém
quase todos (todos menos um ntimero finito) os termos da seqiiéncia, con-
seqlientemente, {z,} ndo pode convergir para b, o que contradiz. Logo,
a=h.

8. Dem: Seja U = {U, : o € A} uma cobertura aberta de X. Escolhamos
Up € U. Com 7 é a topologia cofinita, US é um conjunto finito, digamos
U§ = {a1,...,am}. Como U & cobertura de X, para cada aj € U§, existe
U,, € U tal que a € U,, . Logo, U§ C Uy, UJ...UUa, e X =UsJU§ =
UsUUa, U---UUa,, - Assim, X & compacto.

m

9. Dem: Como U pertence & base definidora para X,

U={Xo:a#ar,.;ant xUs X..xU,,
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onde U,, € um aberto de X,,. Entao, para qualquer proje¢ao m : X —
X(X?
o (U) =
Em qualquer caso, 7, (U) é um aberto.
10. Dem: Sejam = = (24 : @ € A) e y = (yo : @ € A) pontos distintos em

X. Entao, z e y devem diferir em, ao menos, um espaco coordenado,
digamos X}, i.é, a;, # bj,. Mas por hipétese, X;, é de Hausdorff, logo,
existem abertos disjuntos U e V de X, tais que a;, € U e b;, € V.
Por definicdo de espago-produto, a projecdo mj, : X — X, é continua.
Conseqlientemente, 7rj701 (U)e 7'(7)1(‘/) sdo abertos disjuntos de X contendo

J
x e y respectivamente. Logo, X é também de Hausdorff.



Capitulo 3

Espacos Métricos

3.1 Propriedades Basicas

Definicao 3.1.1. Seja X um conjunto. A funcgio p: X x X — R é chamada

distancia em X se:

Dp(z,y) 2 0,Vz,y € X e p(z,y) =0 2 =y;

2)p(z,y) = p(y,z),Vr,y € X ;

3)p(z,y) < p(z,2) + pz,y),Vo,y,2 € X.

Se p(x,y) é uma distdncia em X, a dupla (X, p) é chamada espago métrico.

Exemplos:

1) X qualquer conjunto e

(1) = 0, sex=uy
PREd) = 1, sex #y.

3) (R™,pa), palz,y) = (i (@ — yk)?)'?;
Tarefa: Provar as desigualdades de Cauchy-Schwartz e a do tridngulo.
4) (R™, p1), pi(z,y) = >y |on — yrl;

n — _ .
5) (R apoo)a Poo(l'ay) - 1I§nka%(n|xk‘ yk‘v

6) (Cla,b], p(f,9)) p(f,9) = sup |f(z)— g(x);

z€la,b
Vamos apresentar apenas a provar o item 6. Seja entdo:
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1) p(f,g) = 0 (trivial). Agora, p(f,9) = 0= sup |f(z)—g(z)]=0=

z€[a,b]
[f(x) —g(z)| = 0 = f(z) — g(x) = 0 = f(z) = g(x), para quaisquer f,g €
Cla, b).

2) p(f,9) = sup [f(x) —g(z)| = sup |(=1)(g(z) — f(2))] = sup [g(z)— f(2)] =

z€[a,b] z€[a,b] z€[a,b]

p(f.g), para toda f,g € Cla,b].

3) p(fr9) = sup [f(x) —g(x)[ = sup |f(z)—h(z)+h(z) - g(z)| <

z€la,b] z€la,b]

sup {If( ) = h(@)| + |h(z) = g(x)|} <Pl sup | f(a) = h(x)| + sup |h(z) - g(x)| =

z€Ja,b] z€Ja,b] z€[a,b]
p(f,h) + p(g, ), para quaisquer f,g,h € Cla,b]
Logo, p(f,g) é uma distancia.

7) La[a,b] = (Ls[a, b], p), onde Ls|a, b] denota o espago das fung()esf : [a, b)) = R
que satisfazem fab |f(t)]2dt < 0, e p(f,g) f |f(t) — g(t)|?dt)'/?
Provar que p(f,g) é distancia.

Definicao 3.1.2. Seja z9 € X er € Ry. O conjunto

B(zg,r) ={x : p(xo,x) <7}

é chamado de bola aberta de centro xq e raio r.

Da mesma forma,
Blzg,z] ={x : plxg,z) <r} e S(zo,r)={zx : p(xo,x) =1}
sao chamados de bola fechada e de esfera de centro xq e raio r, respectivamente.

Defini¢ao 3.1.3. O conjunto U C (X, p) € chamado aberto se, para todo ponto
xg € U, existe r > 0, tal que B(xg,7) C U.

Definindo os conjuntos abertos desta forma, de fato definimos topologia T
em (X, p).

Lema 3.1.1. O espago métrico (X, p), com a topologia T introduzida através

da defini¢cdo acima, torna se um espaco topoldgico.

Demonstracao:
1) Primeiramente, temos que verificar que qualquer unido de abertos é aberto.
Sejam, para todo « € A, U, conjuntos abertos em (X,p). Portanto, para
todo o € A, e para todo x € U, existe r > 0 tal que B(x,r) C U,. Se
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x € UqealUy, entdo x € U,,, para pelo menos oy € A. Entdo, existe rg > 0 com
B(z,79) C Uy, e consequentemente B(x,rg) C UpeaUsy.-
2) Agora provemos que a intersecgdo de dois abertos também é aberto. Sejam Uy
e U, conjuntos abertos e x € U; NUs,. Desde que U; e U, sao abertos, existem
bolas abertas B(z,r1) C Uy e B(x,r2) C Us. Considerando r = min(rq, rs),
obviamente B(z,r) C Uy NUs. .
Desta forma provamos que todo espago métrico é espaco topologico. Exis-
tem, entretanto, espacos topolégicos que nao sao métricos. Neste caso dizemos
que a topologia nao é metrisavel.

Forneca exemplos de espagos topoldgicos que nao sao metrisaveis.
Lema 3.1.2. Toda bola aberta B(xo,r) € um conjunto aberto.

Demonstracao:
Sejam y € B(zp,r) um ponto arbitrario e d := (r — p(zo,y))/2. Considere
B(y,d), a bola aberta de centro y e raio d. Para todo z € B(y, d), temos

p(xo,2) < p(xo,y) + py,2) < pwo,y) +d=r—2d+d=r—d<r.
Portanto, B(y,d) C B(xo,r). .

Defini¢ao 3.1.4. Seja {x,} uma sequéncia de pontos de (X, p) e x € X. Dize-

mos que T, —  se p(xy,x) — 0 quando n — 0.

Lema 3.1.3. Seje X um espago métrico e F' C X. Entao, F é fechado se, e
somente se, para toda sequéncia convergente {x,} de pontos de F' que converge

para x, seque que T € F.
Lema 3.1.4. Toda bola fechada Blxo,r] em (X, p) é um conjunto fechado.

Demonstracao:

Basta provar que o complementar é aberto.

Defini¢ao 3.1.5. Seja A C X. A distdncia p(x, A) é dada por

p(z, A) = inf{p(z,y) : ye A}

Exemplo 3.1.1. Se A = {a1,...,a,} € um conjunto finito, entio p(x,A) € o

menor dos n nimeros p(x,a1),...,p(x,an).
Lema 3.1.5. Temos que p(z, A) = 0 se, e somente se, v € A.

Demonstracao:

(=) Desde que p(x, A) = 0, entdo existe uma sequéncia {y,} de pontos de A,
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tal que p(yn,z) < 1/n para todo n € N. Isto significa que p(y,, ) — 0 quando
n — oo. Portanto, x é ponto de aderéncia o que implica em z € A.

(<) Seja x € A. Entdo, para todo n € N, existe uma sequéncia de pontos
yn € A, tal que y, € B(x,1/n). Isto significa que p(z,y,) < 1/n. Entdo,
p(z,A) =0. .

Teorema 3.1.1. Seja A um conjunto dado. Entdo a funcdo p(x,A) é uma

funcdo continua da varidvel x.

Demonstracao:
Seja {x,} uma sequéncia de pontos de X que converge para xg € X. Isto
significa que p(x,,2z) — 0. Temos que provar que p(z,, A) — p(xg, A). Para
este propoésito, observe que, para todo y € A, a desigualdade do tridngulo
implica em

p(xn,y) < p(wn,x0) + p(T0,y)
p(xo,y) < plxo,Tn) + p(Xn, ).

Tomando os infimuns, com respeito a y € A, dos dois lados das desigualdades

acima, obtemos

inf < inf
inf p(zn,y) < p(xmwo)erlgAp(wo,y)

ye
inf p(z < n inf p(xn,y).
inf p(z0,y) < plao,zn) + inf p(zn,y)
Entao,
p(xn, A) < p(xnvx()) + p(an A)

p(xo, A) < p(xo, Tn) + p(2n, A).

Estas desigualdades sao equivalentes &

‘p(xnvA) - p(a?(),A)| < P(xmxo)-
Desde que p(zn,z0) — 0, entdo p(z,, A) — p(xg, A). .

Teorema 3.1.2. (Uryshon) Seja (X, p) um espago métrico e A e B conjuntos
fechados de X, com AN B = (. Entdo, existe uma funcio f € C(X), tal que
fla=0,f|p=1e0< f(x) <1 para todo v € X.

Demonstracao:

Basta considerar f(z) = %.

Corolario 3.1.1. Todo espaco métrico € normal.
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Demonstracao:
Sejam A e B conjuntos fechados de X, onde AN B = (. Temos que encontrar
conjuntos abertos U,V C X, taisque U D A,V D BeUNV = (. E facil verificar
que estas exigéncias sio satisfeitas pelos conjuntos U = {x € X : f(z) < 1/2}
eV={reX : fx)>1/2}.

3.2 Espacgos Métricos Completos

Defini¢ao 3.2.1. Seja (X, p) um espago métrico. A sequéncia {x,}52, € fun-
damental se, para todo € > 0, emiste N € N, tal que, para todos m,n > N,
temos p(Tn, Tm) < €.

Uma defini¢do equivalente é a sequinte:
A sequéncia {x, 52, é fundamental se, para todo € > 0, existe N € N, tal que,

para quaisquer n > N e p € N, temos p(2n, Tnip) < €.

Defini¢ao 3.2.2. O espaco métrico (X, p) é chamado completo se toda sequén-
cia fundamental {x,} de pontos de X converge para um elemento x € X.

Em outras palavras, (X, p) é completo se, para toda sequéncia {x,} que é
fundamental, existe x € X, tal que, para todo € > 0, existe ng € N, tal que, para

todo n > ng, temos p(x,,x) < €.

Exemplos:
1) (R, p) onde p(x,y) = |z — y| &€ completo;
2) ((0,1], p), com p(z,y) = | — y| ndo &€ completo;
3) (R™, p1), (R™, p2) e (R™, poo) 80 completos;
4) (Cla,b], p(f,9)), com p(f,g) = Sl[lpb]lf(x) —g(x)| é completo;
x€E|a,
5) (Cla,bl, p(f,9)), onde p(f,g) f |f (%) (t)[2dt)'/? nio é completo;

De fato, sejam [a,b] = [0,1] e

2nt se0<t<1/(2n),
fnt) =19 2—=2nt sel/(2n) <t<1/n,
0 sel/n <t<1.

Usando a desigualdade do triangulo e o fato que

/0 F2(t) dt = 1/(3n),

obtemos

p(frms Fn) < p(fins 0) + p(f, 0) = 1/V3m + 1/V3n.
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Seja £ > 0 arbitrario. Defina N = [4/(3¢?)] + 1. Entdo, se m,n > N, temos
L + . < 2 <e
V3m - VBn VBN
Portanto, a sequéncia de fungoes f, é fundamental. Se o limite f existe, entao

fit)=o.

Defini¢ao 3.2.3. Seja U C (X, p) um conjunto limitado. Entdo

P(fms fn) <

d(U) = sup p(z,y)

z,yel

€ didmetro de U.
Provemos agora o Teorema de Cantor.

Teorema 3.2.1. (Cantor) Sejam (X, p) um espaco métrico completo e a se-

quéncia de conjuntos fechados F,, C X, tais que
FFDODFBDFD>---DF, D+, d(F,) —0.
Entao, existe um unico ponto x € ﬂff:l F,.

Demonstracao:

Figura 1

Primeiramente estabeleceremos a existéncia. Seja, para cada n € N, o ponto
xn € F,. Portanto, para todo p € N, temos =, € Fj,4, C F,,. Consequente-
mente,

p(xn, Tnyp) < d(F,) — 0.
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Formalmente, para todo € > 0, existe N € N, tal que, para todo n > N e para
todo p € N, temos p(zy, Tntp) < €. Desde que X e completo, existe z € X, tal
que p(xn,z) — 0 quando n — oo. Provemos agora, que z € (o, Fl,, isto &,
que = € F, para todo n € N. Seja o namero natural ng arbitrario. Sabemos
que z,, € F,, para todo n > ng, o conjunto F,, é fechado e z,, — x. Portanto,
temos que ter x € Iy, .

Para provarmos a unicidade, suponha que existem x # y com a propriedade
da conclusdo do teorema, isto é, que z,y € F, para todo n € N. A desigualdade

do triangulo implica que
p(x.y) < p(an, x) + plan,y) < 2d(F,) — 0.

Consequentemente p(x,y) = 0 e, pela primeira propriedade da distancia, segue
que T = y. .

A hipétese que d(F,,) — 0 no Teorema de Cantor é essencial, com mostra o
seguinte exemplo: Sejam X = R,

|z -yl

T,Y) = —
p(x,y) T p—

e F, = [n,00). Temos que F} D F» D F3 D --- e d(F,,) = 1 para todo n € N.
Provar que a fungdo p(x,y) definida acima, é realmente uma distancia.
O nosso proximo objetivo e provar o celebre Teorema de Baire sobre as

categorias.

Teorema 3.2.2. (Teorema de Baire) Sejam (X, p) um espaco métrico completo
e 0s conjuntos fechados F,, C X, tais que X = J, -, F,,. Entdo, existemng € N,
um ponto y € F,, ee >0, tais que B(y,e) C Fy,.

Demonstracao:

Suponha o contrario, isto é, que a sequéncia {F,} satisfaz as exigéncias do
teorema mas nenhum F;, possui ponto interior.

Seja z1 € X \ Fy que é aberto. Portanto, é ponto interior e existe uma bola,
tal que B(x1,e1) C X\ Fi. Além disso, podemos escolher €1 < 1 suficientemente
pequeno, que Blry,e1] () F1 = 0.

Desde que Fy nio possui pontos interiores, entdo B(x1,e1) \ Fy # 0. Por-
tanto, existe um ponto zs € B(x1,1) mas xo € Fs. Desde que B(x1,e1) \ Fs €
aberto, existe ea < €1, €2 < 1/2, tal que Blzg, 3] C Blx1,e1] € Blag, 0] Fa =
0.

Usando este raciocinio, construimos a sequéncia {x,} de pontos, junto com
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a sequéncia {e,} de nameros positivos com as seguintes propriedades:
n
B[xnagn]an = @7 En < ]-/na Tn g U Fk:~
k=1

Logo, construimos a sequéncia de fechados B[z, e,], tais que
B[In,{fn] C B[mn—17€n—1]7 En — 0.

Aplicando o teorema de Cantor aos B[z, €,], concluimos que existe um tnico
ponto x € (),—, Blzn,e,]. Portanto, temos que z € X e x € |J,2_, F,,, 0 que é
um absurdo, pois por hipotese, X = (Jo2 | F,.
De fato z ¢ U,—, F,, pois se © € F,, para algum ng, desde que = €
By, ,En,|, teriamos
x € BlTn,,Eny) ﬂ Fr,,

o que é um absurdo, pois, pela constru¢io, Blzn,,Eng| () Frne = 0. .

Utilizaremos o Teorema de Baire para provarmos a existéncia de fungoes
continuas que nfo sdo diferencidveis em nenhum ponto. Recomendamos ao
leitor construir um exemplo de tal funcao. Dois tais exemplos sao devidos a
Weierstrass e Van der Warden.

Teorema 3.2.3. FExiste uma funcio f € C[0,1] que ndo é diferencidvel em

nenhum ponto x de [0, 1].

Demonstracao:
Consideramos o espago X = C[0, 1] equipado com a distancia uniforme. Provare-
mos na secao 3.4 que este espaco é completo. Sejam os conjuntos F,, C X,
definidos por

flz+h) = f(z)

Fn:{fec[o,u:axe[o,u:’ -

<nVh#0 ::U—i—he[O,l]}.

1) Primeiramente, vamos provar que F,, é fechado. Seja I = [0,1] e

BnZFC:{feX:Ver,EIh;A();‘W

n

>n::c—|—h€]}

Dessa forma, se f € B,,, entdo para todo z € I, Jh # 0, tal que

plz,h) = [f(z +h) = f(z)| = nlh| > 0.

Vamos provar que B, é aberto.
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Afirmamos que existe € > 0 tal que, para todo = € I, 3 h # 0, com p(z, h) >
€. Com efeito, caso contrario existiria, para cada k € N, algum z; € I tal
que p(xg,h) < 1/k, seja qual for h. Como I é compacto, toda sequéncia em
I possui subsequéncia convergente. Seja {xy, } uma subsequéncia de {z}, tal
que T,, — 2o € I. Para nao carregar demais em notagoes, tome, sem perca
de generalidade, {zy, } = {xr}. Como p é continua, concluimos que, para todo
h, temos que p(xg, h) = kllngo oz, h) < klingo 1/k =0, o que, pela defini¢do de
p(z,h), & uma contradigdo. Obtido entdo o numero € > 0, afirmamos que
g€ X, |lg— fll <€/2= g€ B,. Com efeito, para todo x € I, existe h # 0 tal

que

nlhl+ €< |f(@+h) = f@)] < [f@@+h) = gle + b)| +|g(e +h) - gla)| +
(@) = f@)] < 5 +lgle +h) — gla)| + 3

ou seja, |g(x + h) — g(x)| > n.|h|. Isto mostra que g € B,, e portanto B, ¢
aberto em X. Logo, F,, é fechado.

Provado que F), é fechado, basta mostrar que o interior de F,, é vazio. Ai
entao, aplicamos o Teorema de Baier.

Provar que o interior de F), é vazio, é equivalente a mostrar que o comple-
mentar de F,, é denso em X. De fato:

Se F¢ & denso em X, entdo F¢ = X. Assim, temos () = X¢ = (F¢)¢ =
int(F2)° = intF,.

2) Vamos mostrar entdo que FS é denso em X. Utilizaremos o fato de que
toda fungdo continua, f : [0,1] — R, definida num intervalo limitado e fechado,
é uniformemente continua. Dados arbitrariamente € > 0, e f € X, mostraremos
que existe g € F¢ tal que ||g — f|| < e. Pela continuidade uniforme de f, existe
um namero 6 > 0, tal que, para quaisquer z, y € [0,1], se |x — y| < ¢ entdo
|f(y)— f(x)| < e. Portanto, se subdividirmos o intervalo [0, 1] num namero finito
de subintervalos Iy, Io,..., I, de comprimentos menores do que 4, o grafico de
f, em cada um desses intervalos, cabe num retangulo de altura menor que e.

Construimos agora uma funcao continua g : [0,1] — R. Fazendo com que g
coincida com f nas extremidades de cada intervalo I; e, no interior de cada I},
o grafico de g tem a forma de uma serra cujos dentes tém arestas com inclinagao
> n e estdo contidos num retangulo de base I; e altura < e que contenha o
grafico de f|I;, temos que g cumpre as condicoes ||g — f|| < € e g € Ff, como
mostra a figura abaixo.

Assim, F é denso em X.
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Figura 2

Portanto, a partir de 1) e 2), e aplicando o Teorema de Baire, temos que

Gmgx

n=1
Em outras palavras, a uniao dos conjuntos F), ndo cobre X. Logo, existe f € X
que nao pertence a nenhum F,,. Consequentemente, existe uma funcao continua
f, tal que, para todo = € [0, 1],

fl@+h) = fz)

h > n.

Portanto, essa funcdo f nao é diferencidvel em nenhum ponto do intervalo
[0, 1]. .

Defini¢ao 3.2.4. Seja (X, p) um espago métrico e A : X — X um operador
em X. Ele é chamado operador de contragdo, ou simplesmente contracdo, se
eriste q, 0 < q < 1, tal que, para quaisquer x,y € X, temos

p(Az, Ay) < q p(z,y).

Teorema 3.2.4. (Teorema do Ponto Fizo de Banach) Seja (X, p) um espago
métrico completo e A um operador de contracio em X. Entdo, existe um unico
ponto £ € X, tal que AE = €.

Demonstracao:
Seja x € X um ponto qualquer. Consideremos a sequéncia {z,}, construida
através da consecutiva aplicacdo do operador A: x1 = Az, ... Tp11 = Ay, . . ..
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Entao,
p(r1,m2) = p(Az, Azy) < q p(z,71)
plra,x3) = p(Azy, Azs) < q p(x1,22) < ¢* p(z, 1)
plzs,xa) = p(Axg, Axs) < q p(xa,23) < ¢* p(z,21)
P(TnsTny1) < q" p(x,21)
p(xn—&-laxn-i-Q) - P(Al"m A$n+1) S q ﬂ($7L7$n+1) S an P($7331)-

Dai, pela desigualdade do triangulo, obtemos

P(Tns Tnt1) + P(Tnt1, Tng2) + -+ P(Totp—1, Tnip)
(qn + qn-i-l 4+ 4 q"+P—1) p(a?,$1)
= ¢"(I4+q+P+-+¢ ") pla,z)

—gP
= qnll_qq p($7l’1)-

p(Zn, mner)

IN A

Desde que, para qualquer p fixo, a dltima quantidade converge para zeros,
quando n val para o infinito, entdo p(xy, Tn1p) — 0 quando n — oco. Isto
significa que {x,} é fundamental. Desde que X & completo, existe £ € X, tal
que z, — &£. Primeiramente mostremos que £ é ponto fixo para A. Desde
que z, — &, para todo € > 0, existe v € N, tal que, para todo n > v, temos

p(xn, &) < e/2. Seja n um tal nimero natural. Entéo,

p(AE,8) < p(AS zpt1) + p(Tnt1,6)
p(AE, Axy) + p(Tnt1,§)
qp(ﬁ, -r'rb) + p(xn+17 f)

< E.

IIA

IN

Consequentemente, p(A£,€) =0e AL = €.
Para provarmos a unicidade do ponto fixo, suponha que existam numeros &
e 7, tais que A =& e An =17. Assim,

p(&;m) = p(AE, An) < qp(&,m),

0 que é equivalente & desigualdade (1 — ¢)p(&,m) < 0. Desde que 1 —g >0 e
p(&,n) > 0, isto é possivel somente quando p(&,n) = 0, isto é, quando £ = 1. e

Vejamos agora uma aplicagdo do Teorema do Ponto Fixo de Banach, que
consiste em mostrar a existéncia de solugdo de um problema de valor inicial, o

qual serd apresentado no teorema a seguir.

Teorema 3.2.5. Seja f: Q — R wma funcdo continua definida num aberto

Q do plano (x,y). Suponhamos que a derivada parcial com relagdo o sequnda
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varidvel, f, : Q@ — R, seja continua também. Entdo, para cada (xo,yo) € €,
existem um intervalo aberto I contendo Ty e wma unica funcdo diferencidvel
¢: I — R com (z,0(x)) € Q, para todo x € I, que é solugdo do problema de
valor inicial

= Yo- (3.2.2)

Demonstracao

O primeiro passo na demonstracao deste teorema é a transformacgao do prob-
lema de valor inicial no problema de resolucao de uma equagao integral, o que
se faz no lema a seguir.

Lema 3.2.1. Seja f : Q@ — R uma funcao continua num aberto 2 do plano
(z,y). Entio, a funcio diferencidvel ¢ : I — R é uma solugdo do problema
de valor inicial (8.2.1)-(3.2.2) se, e somente se for uma solugdo da equagdo
integral

y(x) =yo + /ﬁ’ f(s,y(s))ds, xel. (3.2.3)

Demonstracao

(=) Se ¢ é solucao do problema de valor inicial, (3.2.1)-(3.2.2), pelo Teorema
Fundamental do Calculo, ¢ é solucdo da equacdo integral (3.2.3).

(<) Reciprocamente, se ¢ : I — R é uma funcdo continua que é solucio
da equagdo integral (3.2.3), entdo, pelo Teorema Fundamental do Calculo, ¢ é
diferenciavel e é também solugdo do problema de valor inicial (3.2.1)-(3.2.2). e

Vamos nos concentrar agora na resolugdo da equagéo integral (3.2.3). Dado

(z0,y0) € Q, tomemos a e b positivos tais que o retangulo

B = B(a,b,z0,y0) = {(z,y) : |z — 20| < ae |y —yo| <b} (3.2.4)

esteja contido em . Como f é continua e B é compacto (i.e., fechado e limi-

tado), temos que f é limitada em B. Seja

M = max{|f(z,y)] : (2,9) € B}.

Sejam
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0<&§min{a,%}

Jz o intervalo fechado [z — @, o + @].

Seja C o conjunto de todas as funcgoes continuas g : J; — R tais que
g9(z0) = yo e |g(x) —yo| < b. Graficamente, queremos em C as fungoes continuas

cujos graficos passem pelo ponto (zg,yo) e que estejam contidos no retangulo
B.

y
Yo+ b
Yo
yo-b

X-a Xo Xota X
Figura 3

Vamos definir em C a seguinte distancia:

p(91,92) = max{|gi(z) — g2(2)| : & € Ja}. (3.2.5)

Como provado na se¢io 3.1, temos que (3.2.5) é, de fato, uma distancia.

Pela Proposigdo 77, (C,p) é um espago métrico completo.

Seja @ : C — Clxzg — a,xo + a], onde para cada fungdo y € C, temos que
O(y(z)) = g(z), com g(z) = yo + ffo f(s,y(s))ds. Provemos que, para todo
y € C, temos que ®(y) € C.

Observe que g(z) é uma fungdo continua para x € Jz, que g(xg) = yo e que

90) =0l < | [ 17590 ds| < Mo — o] < Ma < b
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e consequentemente g € C. Logo ® : C — C.

A equacdo (3.2.3) pode ser escrita na forma funcional

y=o(y).
Portanto, as solucoes de (3.2.3) séo os pontos fixos de ®. A idéia agora é
usar o Teorema do Ponto Fixo de Banach. A fim de aplicar este teorema ao
problema que estamos estudando, resta apenas verificar se ® é uma contragéo.

Para tal, escrevemos

2(90)@) ~ 202)@)| = | [ Ulson(o) — Fs.aolds|. 320

Para estimar o integrante no segundo membro de (3.2.6), usamos o re-
sultado do lema abaixo, o qual nao apresentaremos a demonstracdo. Veja
pag 55, Figueiredo, D. Guedes de e outro, "Equacoes Diferenciais Aplicadas",
ALN.M.P.A, 2001.

Lema 3.2.2. Seja f: Q2 — R uma funcdo continua definida em wm aberto
do plano (z,y) e tal que a derivada parcial f, : Q@ — R seja também continua.
Dado um subconjunto limitado Qo C Qo C , existe uma constante K > 0 tal
que

|f(z,y1) — f(z,92)] < Kly1 — yo| (3.2.7)

para todos (x,11), (7,92) € Qo.

Usando este lema, obtemos

[B(00)@) ~ 2(02)(0)| < K| [ lga(5)) — ga(6)lds| < Kaplgn,92)

e dai

p(®(g1), ®(92)) < Kap(g1, g2)-

Concluimos que ® ¢ uma contracgdo se Ka < 1. Logo, basta tomar a < 1/K.

E o Teorema 3.2.5 fica demonstrado com I = (xg — @, xo + @). .

3.3 Compactos em Espacos Métricos

3.3.1 Teorema de Hausdorff

Definigao 3.3.1. Seja (X, p) um espa¢o métrico e A, B C X. Dizemos que A
é e-rede para B se, para todo b € B, existe a € A, tal que p(a,b) <e.
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Uma afirmacédo equivalente desta definicdao é que A é e-rede para B se

|J Bla.] > B.
acA

Terceira maneira de definir esta nogao é a seguinte: A é e-rede para B se

sup inf p(a,b) <e.
beB aEAp( )
Exemplo:

Seja B = R2. Entdo,

A=+2e7%= {(\/553617\/55:102) D T1,T90 € Z}

é e-rede para B.
A e-rede é chamada finita se ela consiste de um numero finito de pontos.

Provemos o Teorema de Hausdortl.

Teorema 3.3.1. (Hausdorfl) Sejam (X, p) um espago métrico. O conjunto
M C X possui e-rede finita para todo € > 0 se, e somente se, de toda sequéncia

{z,} de pontos de M pode ser escolhida uma subsequéncia fundamental.

Demonstracao:

(<) Suponha que existe € > 0, tal que M nao tem e-rede finita.

Seja x1 € M. Desde que este ponto nao é e-rede para M, existe xo € M, tal
que p(x1,x2) > e. Desde que os dois pontos x1 e 2o ndo formam e-rede para
M, existe x3 € M, tal que p(x1,z3) > € e p(xa,x3) > €. Continuando este
racocinio, construimos a sequéncia {x, } de pontos de M, tais que p(z;,zr) > €
sempre quando j # k. Isto significa que para todo N € N existem m,n > N,
tais que p(xm,x,) > e. Portanto a sequéncia {x,} ndo possui subsequéncias

fundamentais. Absurdo!

(=) Se e = 1/n, entdao M tem e-rede finita. Entdo, existem um namero finito de
bolas B%n), Bén), ce qu?()n)’ todas com raio 1/n, de modo que Uj:(?) BJ(-") D M.
Seja {x,} uma sequéncia qualquer de pontos de M.
Vamos construir, por inducao, a sequéncia de conjuntos U,,, tais que, para

todo n € N:
a) U, D Un+1;
b) O conjunto U, contem um niimero infinito de pontos da sequéncia {z,};

c) d(U,) < 2/n.
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Se n = 1, existem bolas BEU, Bél), ceey Bfi()l), todas com raio 1, de modo que
U;n:(%) Bj D M. Seja By uma destas bolas. Tomemos U; = M NBy. Obviamente
d(Uy) < 2. Desde que Uy C M, entao U possui e-rede finita para todo e.

Suponha que temos escolhido os conjuntos Uy D Us D ... D U, e que U,
satisfaz as exigéncias b) e ¢). Vamos construir U, 11. Seja e = 1/(n+1). Desde
que U,, C M, ele possui 1/(n+1)-rede finita. Em outras palavras, existem bolas
B™ B .. B™  todas com raio 1/(n + 1), tais que

m(n)’

BMUB{MU.. .UBY DU,

m(n

Desde que U,, contem um namero finito de elementos de {z,,}, existe um j, 1 <
Jj < m(n), tal que Bj(.n) N U, contem um numero infinito de elementos de {z,}.
Seja, entao U, 11 := B](.") NU,. Obviamente U, 11 C U, e U, 41 satisfaz b) e ¢).

Vamos escolher a subsequéncia de {z,} de modo que zp, € Uj,zy, €
Us,...,zk, € U,. Temos que mostrar que para todo ¢ > 0, existe um namero
natural N, tal que, para quaisquer m,n > N, temos p(xg, ,zr,) < €. Se
N = [2/¢] + 1, entao N > 2/e, o que é equivalente a 2/N < e. Assim,
Tk, , Tk, € Un e portanto p(xg, ,xk,) < d(Uy) < 2/N < e. o

m?

3.3.2 Caracterizagoes dos Compactos em Espacos Métri-
cos

Teorema 3.3.2. Seja (X, p) wm espaco métrico e K C X um conjunto fechado.
Entao, K é compacto se, e somente se, todo sistema centralizado de subconjuntos

fechados de K tem intersecgdo ndo-vazia.

Teorema 3.3.3. Seja (X, p) um espaco métrico. Se K C X é compacto, entdo
K € fechado.

Teorema 3.3.4. Seja (X, p) um espago métrico. O conjunto K C X é compacto
se, e somente se, toda sequéncia {xy}32, de pontos de K possui subsequéncia

convergente {xy; } cujo limite estd em K.

Demonstracao:

(=) Suponha o contrério, que exista um asequéncia {z,} de que ndo possa
ser escolhida subsequéncia convergente em K. Sejam F,, = {z,,Zpt1,...}. A
familia dos conjuntos {F,}52, é um sistema centralizado. De fato, considere
Fo,....,F,,, comn < --- < ng. Entao, ﬂ§:1 F,. = F,,. Desde que K ¢é
compacto, entdo (-, F,, # 0. Portanto, existe z € K, tal que = € () —; Fl,.
Logo, & possivel escolher uma sequéncia estacionaria. De fato:
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Temos que z € (o, Fn, Vn € N. Isso implica que = € Fj, implica na
existéncia de um indice k1 € N, tal que z = xx,. A partir disso, temos que z €
F;, 1 < j < ki. Analogamente, temos que = € F», o que implica na existéncia
um ndimero natural ko > ki, tal que * = zy,. Assim, x € Fj, ki < j < k.
Seguindo este raciocinio, temos que existe um indice n arbitrariamente grande,
tal que, z,, = z. Logo, temos uma sequéncia estaciondria.

(<) Seja {Ga}aca uma cobertura aberta de K, isto &, (J,cq Ga DO K.
Suponha que K nao é compacto, isto é, que nao exista subcobertura finita.
Portanto, qualquer que sejam os indices o, ..., ay, temos i Ga, 2 K. O

teorema de Hausdorff implica que K possui e-rede finita para todo € > 0.

1)
m(1)’

um, tais que B%l) U...uU ngl) D K. Consequentemente, K é limitado. Logo,

Entao, se ¢ = 1, existem discos fechados B%l), ..., B todos com raio

K tem diametro finito, d(K). Vamos construir indutivamente a sequéncia dos
conjuntos K = Ky D K; D ... e tais que

d(K)
2n

d(Ky) <

e, para todo n € N, o conjunto K, nao pode ser coberto por numero finito de
Gq.

De fato, acabamos de provar que K := K obedece estas exigéncias. Suponha
que temos construido Ky,...,K,_1. Pelo Teorema de Hausdorff, K,,_; tem
27"d(K)- rede. Portanto, existem Byb_l),...,B(n_l) tais que para todos

m(n—1)’
eles d(B" V) < 27"d(K), e

m(n—1)
U B; D K, 1.

j=1

Existe pelo menos um indice jo, tal que o conjunto B, N K, _1 nao é coberto por
um namero finitos de G,. Escolhemos K,, := Bj, N K,_1. Note que, d(K,) <
d(Bj,) < d(K)/2", logo este conjunto satisfaz as exigéncias determinadas acima.

Desde que K,, sao fechados paratodon e N, Ko D K1 D> ...D K, D ...,
e d(K,) — 0 quando n — oo, pelo Teorema de Cantor, existe um tnico ponto
z € (p—o Kn. Portanto, obviamente z € K. Por outro lado, {G,} é cobertura
de K. Logo, existe indece ag € A, tal que z € G,,. Desde que G4, € aberto,
existe d > 0, de modo que z € B(z,d) C G,,. O fato dos diametros de {K,}
convergirem para zero implica que para algum nimero natural n que é suficien-
temente grande, teremos K,, C B(z,0) C G4,. Esta ja ¢ uma contradigdo pois,
pela construgio, nenhum dos K, possui subcobertura finita da cobertura {G }.
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Corolario 3.3.1. O conjunto K C R"™ é compacto se, e somente se, K € fechado

e limitado.

3.4 Convergéncia Uniforme

Nesta secao consideremos a questao de convergéncia uniforme de fungoes reais
e provaremos o Teorema de Arzela-Ascoli.

Defini¢ao 3.4.1. A fun¢io f : [a,b] — R ¢é continua em to € [a,b] se, para
todo € > 0, existe 0 > 0, tal que, para todo t que satisfaz [t — to] < I, temos

[£(t) = f(to)] <e.

Defini¢ao 3.4.2. A funcao [ : [a,b] — R € continua em [a,b] se ela é continua
em todo ty € [a,b)].

Definigao 3.4.3. A funcio f : [a,b] — R € uniformemente continua em [a,b]
se, para todo € > 0, existe & > 0, tal que, para quaisquer t1,to € [a,b] que

satisfazem |t1 — ta] < 0, temos
If(t1) — f(t2)| <e.

Exemplo 3.4.1. A func¢do Inx é uniformemente continua no intervalo [1,00).
Demonstragio
Devemos mostrar que para todo € > 0, existe § > 0, tal que, para quaisquer

1 e xg € [1,00) que satisfazem |r1 — x2| < 0, temos

|In(z1) — In(x2)| < e.

De fato. Observer que

X1 X1
[Inzy —lnas| <e=|ln—|<e= — < ¢
T2 T2

Por outro lado,

2 — 2| < 0= |2 —1| < 0= L —1<d= L <§+1.
T2 T2 T2

Portanto, basta tomar d = e — 1. De fato,

VE>0,35=66—1:|$1—$2|<5:>|ﬂ—1|<6266—1
T2
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L _J<ef—1l=h% <e=Ilnz; —Inzm <e

x
Z2

%71>17€€:>%>2766>7€E:>1n%>76:>1nx171111'2>76.
= |Inz; — Inxzs| < €
COMO queriamos provar.
Lembramos o seguinte resultado de anélise real:

Teorema 3.4.1. Se [ é continua em K C R e K é compacto, entio f €
uniformemente continua em K.

Seguem alguns exemplos de fun¢bes que sdo continuas mas nao uniforme-
mente:
Exemplo 1): f : R — R, f(t) = t. Seja ¢ > 0 fixo. Suponha que exista J(¢) >
0, de modo que, a desigualdade |t7 — 3| < € vale sempre quando [t; — t] < 4.
Desde que
[t3 — 13| = [t — ta|ts + Lo <&,

se, em particular, se |t — ta] = §(g)/2, a ultima desigualdade implica em

2—€>|1t + o]
5(e) L

Mas esta desigualdade ndo é satisfeita para todos t1,t2 € R, pois o seu lado
direito pode ser feito infinitamente grande.

Exemplo 2): f : (0,1] — R, f(t) = sinl/t. Seja e = 1. Se f fosse uniforme-
mente continua deveria existir 6 > 0, de modo que, para quaisquer t1,ts € (0, 1],

com [t1 — to| < 0, teriamos

1 1
|sin — — sin —| < 1.
i1 t1
Mas, desde que sin 1/t oscila muito rapidamente ao redor da origem, sempre
podemos escolher ¢ e t2 muito préximos ao ponto zero que a dltima desigualdade
falhe. Mais precisamente, se t; = 1/((m—1/2)7), t2 = 1/((m+1/2)7), podemos
escolher m tdo grande que |t; — ta] < §. Apesar disso, obviamente |sin(1/t;) —
sin(1/t2)| = 2.

Definigao 3.4.4. Dizemos que a sequéncia {fn} de funcoes fr, : [a,b] — R
converge uniformemente para o func¢io f : [a,b] — R se, para todo € > 0, existe

no € N, tal que, para todo n > ng, temos
|fn(t) — f(t)| <& para todo t € [a,b).

Neste caso escreveremos fr, = f em [a,b].
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Definigao 3.4.5. Dizemos que a sequéncia {f,} de fungées, definidas em [a, ],
é uniformemente convergente em [a,b], se existe [ : [a,b] — R, tal que f, = f
em [a, b].

Lembremos mais um teorema importante da analise real:

Teorema 3.4.2. Se a sequéncia {f,} de funcées, definidas em [a,b], é uni-
formemente convergente em [a,b] e f, € Cla,b] para todo n € N, entio a sua

fungao-limite f é também continua em [a,b].

As seguintes fungoes fornecem um exemplo de sequéncia que convergente em

[0, 1], mas n&o uniformemente:

2nt se0<t<1/(2n),
fat) =19 2—2nt sel/(2n) <t<1/n,
0 sel/n<t<l.

Lembremos que:
Teorema 3.4.3. O espago Cla,b] com a distdncia uniforme, é completo.

Demonstracao
Seja (fm) um sequéncia fundamental em Cla,b]. Entdo, dado € > 0, existe
N € N tal que, para todo m, n > N, temos

P(fm, fn) = ilelg{lfm(t) —fn()]} <e (3.4.8)

onde J = [a,b]. Assim, para cada t = tg € J fixo,

|fm(t0) - fn(tO)‘ <e€

com m, n > N.

Isto mostra que (f1(to), f2(to), - - .) € uma sequéncia fundamental de nimeros
reais. Desde que R é completo, esta sequéncia converge, ou seja, [, (to) — f(to),
com m — oo. Desta forma, podemos associar a cada t € J, um @nico ntmero
real f(t). Isto define uma funcao f: J — R, tal que f,, — f.

De (3.4.8), fazendo n — oo, temos

ilelg{lfm(t)—f(t)|}<6 (m > N).

Assim, para todo t € J,

[fm(t) — ()] <€ (m > N).



3.4 Convergéncia Uniforme 63

Isto mostra que (f,(t)) converge uniformemente para f(t) em J. Desde que
fm € Cla,b], para todo m € N, e a convergencia é uniforme, pelo Teorema 3.4.2,
a funcdo limite f é continua em J. Assim, f € Ca, b).

Logo, Cla,b] é completo. .

Definigao 3.4.6. O subespaco F C Cla,b] é chamado uniformemente limitado
se existe M > 0, tal que |f(t)] < M para todo t € [a,b] e para toda fungdo
feF.

Definigao 3.4.7. O subespago F C Cla,b] é equicontinuo se, para todo € > 0,
existe & > 0, tal que, para quaisquer ti,ty € [a,b] que satisfazem |t; — ta] < 0,
temos

[f(t1) — f(t2)| < e, paratoda f € F.

Exemplo: Sejam f,(x) = 2", consideradas em [0,1] e F = {f,}>2,. See =1/2

e |t; — ta] = 0, em particular, se t1 =1 — § e t2 = 1, entéo

|fn(t1) - fn(tQ)‘

17 — 13|

= S|+t e+t

= 6(1+(1—-0)+-+(1=8""
= 1-(1-6)"

1/2

para todo n que é suficientemente grande, independentemente da escolha de 9.

Portanto, F' nao é equicontinuo.

Teorema 3.4.4. Seja F C Cla,b]. Entao, de toda sequéncia {f,}5%, de funcdes
de F pode ser escolhida uma subsequéncia uniformemente convergente se, e

somente se, F' é uniformemente limitada e equicontinua.

Demonstracao:

(=) De {fn}52, C F podemos escolher uma subsequéncia fundamental com
respeito & distancia uniforme

p(f,g) = sup [f(t) —g(t)|

t€la,b]

Entao, o Teorema de Hausdorff implica que, para todo € > 0, a familia F' possui
e-rede finita x4, ...,x, de funcdes, com respeito a p. Pela prépria definicao de
e-rede, segue que, para toda f € F, existe z; de modo que p(f,z;) < €/3, isto
é,

|f(t) —z;(t)] <e/3 paratodo t€ [a,b]. (3.4.9)
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Por outro lado, para todo i, 1 <1 < n, a funcdo z; é uniformemente continua.

Logo, existe 0; > 0, que para quaisquer t1,t2 € [a,b] com [t — t2| < ;, temos
|z (t1) — xi(t2)] < &/3.
Seja § = min{d; : 1 <4 <n}. Assim, se t1,ts € [a,b] e [t1 — t2]| <, temos
|zi(t1) — x;(t2)| < e/3, para i=1,2...,n. (3.4.10)

Desde que z1(t),...,2,(t) sdo um ntmero finito de fungdes continuas em
[a,b], o Teorema de Weierstrass garante a exsiténcia de uma constante M > 0,
tal que

|x;(t)] < M, paratodo t € [a,b] eparai=1,2... n.

Entao, para toda f € F, por (3.4.9) temos
|FOI < [f(@) —2;(8)| + [2;(8)| < e/3+ M.

Consequentemente, F' é uniformemente limitada.
Por outro lado, (3.4.9) e (3.4.10) implicam que, se t1,ts € [a,b] e |t1 —t2] < 9,

entao
[f(t) = f(E)] < [f(0) — () + |2j(tr) — 25(t2)] + |2 (t2) — f(t2)]
< ¢/3+¢/3+¢/3
= e

Entao, F' é equicontinua.

(«<=) Primeiramente, observe que existe uma sequéncia {tk}gzo de pontos de
[a,b], que &€ um conjunto denso em [a,b]. Isto significa que, para todo a > 0,
existe N € N, que para todo t € [a,b] existe n, 1 < n < N, de modo que
|t — tn] < a. De fato, vamos considerar os pontos definidos da seguinte forma.
Sejam to = a e t; = b os pontos extremos de [a, b]. O ponto t3 = (a+b)/2 é ponto
médio de [a,b]. Os pontos t3 e t4 sdo os pontos médios de [tg, t2] e de [t1,ta],
respectivamente. Continuando assim, depois de I passos obtemos 2! pontos que
dividem [a, b] em intervalos iguais, cada um com comprimento (b—a)/2'. Ent3o,
se | ¢ o menor nimero natural com « > (b — a)/2!, escolhemos N = 2.

oo

Consideremos a sequéncia {f,(tx)}52,. Desde que F é uniformemente lim-

itado, {fn(tr)}22, € limitada. Portanto, existe uma subsequéncia convergente
(s (B0}
Para k = 1 consideremos Ay = {f11, f21, f31,- ..} que é convergente em t;.
Para k = 2 escolhemos A1 D As = {f12, fo2, f32,...} que é convergente em

t1 e em to.
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Para k = 3 escolhemos A1 D Az D Az = {f13, f23, f33,- . .} que & convergente
em t1,to e t3 simultaneamente.

Deste forma, para cada k € N escolhemos Ax_1 D Ax = {f1k, foks -+ fkks-- -}
que é convergente em t1,to,...,t; simultaneamente.

Vamos escolher g; = f;;. Esta é uma subsequéncia convergente para todo
ti, k=1,2,.... Defato, seja k € N. Entao, os termos da sequéncia {g;(tx) }52,
com excessio de g1(tr), ..., gr—1(tx) sao de Ag. Assim, {g;(¢t)} € Cla,b] que é
um espago completo. Mostremos que {g;(¢)}52; é fundamental com respeito a
distancia uniforme em [a, b], 0 que implicara que esta sequéncia é convergente em
Cla,b]. Para este proposito, seja € > 0 arbitrario. Desde que F' é equicontinua,
existe & > 0, tal que para quaisquer t',t" € [a,b] com |[t' —t"| < 4, temos

lgi(t') — g:(t")| < €/3, paratodo i€ N. (3.4.11)

Por construcdo temos que, para o mesmo 0 existe No € N, que para todo
t € [a,b] existe n < Na, de modo que |t —¢,| < d. Entdo, de (3.4.11) segue que

lgi(tn) — g:(t)| < /3, paratodo i€ N. (3.4.12)

Desde que {g;(t,)}52, € convergente, existe N3 € N, que para todo i > N3 e
para todo p € N temos
19i(ta) — gisp ()] < 2/3. (3.4.13)

Resumindo, para um e > 0 arbitrario, escolhemos consecutivamente § > 0,
n € N e finalmente N3 € N, de modo que, para todo i > N3 e para todo p € N,
por (3.4.12) e (3.4.13), temos

19:(t) = girp (D] < 19:(t) = gi(tn) + 19:(tn) = Gitp(tn)| + |9itp(tn) = Gitp(t)]
< e

Logo {g:(t)}2, & fundamental em C|[a,b], e portanto, pelo fato de Cfa,b] ser

completo, a sequéncia {g;(¢)}:2; é uniformemente convergente em [a, b].
3.5 Exercicios

1. Seja a, b ntimeros reais com a < b e I[a, b] o conjunto das fung¢des Riemann

integréaveis de [a,b] em R, e p: I[a,b] x I[a,b] — [0,00) dada por

b
pla,y) = / Ja(t) — () dr.
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Mostre que p ndo é uma distancia em I[a, b] mas é uma distancia em Cla,b] C

I[a,b] e que C[a,b] ndo & completo com esta distancia.

2. Mostre que (X, p) ¢ completo se, e somente se, toda sequéncia {Bj}
de bolas fechadas, com B,+1 C B, e lim,—or, = 0, (r, = raio de B,), a
intersecgdo (.-, By, consiste exatamente de um ponto.

3. Seja X um espaco métrico, e seja f : X — R uma funcao continua. Entao,

dado qualquer ntmero real r, os conjuntos

{re X : f(z) >r}, {reX:flz)<r}

sao conjuntos abertos de X, e os conjuntos

freX:f@=ry, {reX:f@<ry, {reX:f)=r}

sdo conjuntos fechados de X.

3. Seja (X, p) um espago métrico completo e A : X — X um operador.
Assuma que, para algum ng € N, T7™° é uma contracido e mostre que 7' tem um
dnico ponto fixo.

2

4. Demonstrar que f(xz) = z* é uniformemente continua em [0, 1], mas ndo

é em (0,00).

5. Mostre que toda aplicacdo lipschitziana f : M — N é uniformemente

continua.

6. Seja J C R um intervalo limitado. Mostre que toda fungdo monétona
sobrejetiva f : X — J, definida num subconjunto qualquer X C R, é uniforme-
mente continua. Caso tirarmos a hipdtese de J ser limitado, o que podemos

concluir?

7. Mostre que uma aplicacao f : M — Ny X ... X N,, tomando valores num
produto cartesiano de n espagos métricos, é uniformemente continua se, e so-
mente se, cada uma, de suas coordenadas f; = p;of : M — N for uniformemente

continua.

8. Sejam K C U C R", onde K é compacto e U é aberto. Prove que existe



3.5 Exercicios 67

e>0talquex e K, yeUel|lr—y|<e=[z,y] CU.

9. Sejam K C V C M onde K é compacto e V' é aberto em M. Prove que
existe 7 > 0 tal que J ¢ B(z,7) C V.

10. Sejam K, L espagos métrico compactos e f : K x L — R continua. Para
cada y € L, ponha ¢(y) = sup,cx f(s,9). Prove que ¢ : L — R, assim definida,
€ continua.



68

Capitulo3. Espacos Métricos




Capitulo 4

Espacos Normados

4.1 Normas e espacos normados

Definigao 4.1.1. Seja X um espago linear sob o corpo F. A funcdo | - ||
X — R é chamada norma em X se:

Dz >0VzeX e |z =0 2=0;
)| Az = M|z VAEF e VweX ;
Ml +yll < llzll +llyll - va,y € X.

Se || - || é uma norma em X, a dupla (X, | -||) é chamada espagco normado.

Lema 4.1.1. Todo espago normado (X, | -||) € um espago métrico (X, p) se a

distancia é definida por p(z,y) = ||z — y||.

Demonstracao.

Para quaisquer x, y e z em X temos:

1. A afirmacao p(z,y) > 0 é obtida pela definicdo de norma. Agora, p(z,y) =
0e|lz—y|=0r—y=0z=2y.
2. p(z,y) = llz =yl = I(=D)(y =)l = [ = Ully — 2l = lly — =[| = ply, ).

3. p@y)=llz—yll=llz —z+z -yl <llz -zl + [z =yl = p(z, 2) + p(z, 7).
Portanto p(z,y) = || — y|| € uma métrica e assim (X, p) é um espago

métrico.



70 Capitulo4. Espacgos Normados

Exemplos:

1) (R™ || - [lp), onde [|zll, = (Ja1]P + - +[a,[")/" quando 1 < p < o0 e
[2]loe = max |ay;
1<p<n

2) (Cla.t]. |- |1..), onde | fle.. = masc | (@)l

)

3) Lpyla,b] = (Lpla,b], | - 1), 1 < p < oo, onde Ly|a,b] denota o espaco das
fungoesf : [a,b] — R que satisfazem f; |f(t)[Pdt < oo, el f|| = (f;7 |f(t)|Pdt) /.
Provar que p(f,g) é distancia.

4) Lembremos que (X, p), onde

(2,1) 0, sex=y
T,Yy) =
a4 1, sex #y.

é um espaco métrico. Entretanto, se o espago possui pelo menos um elemento
distinto do neutro, néo existe norma, tal que p(x,y) = ||z — y|| para quaisquer
xz,y € X. De fato, se tal norma existisse e se @ # 0, teriamos ||z| = 1 e
||l2z]| = 1, o que contradiz a propriedade 2) da norma.

Para provarmos a desigualdade do tridngulo para a norma || - ||, precisaremos
de alguns resultados técnicos.

Lema 4.1.2. Sejam p,q > 1, com % + % = 1. Entao, a desigualdade

P q
|ab|§ﬂ+ﬂ
p q

€ verdadeira para quaisquer a,b € R,

Demonstracao:

Basta considerar as areas cercadas, no segundo quadrante, pelo grafico da fungao
y = 2P~ ! e pelas retas v = |a| e y = |b].

Observe que a area do quadrado de lados |a| e |b| é menor que a area das
regides R1 e R2 limitadas pelo grafico da funcio e as retas |a| e |b| respectiva-
mente.

Calculamos entao as areas das regidoes R1 e R2 que serao denominadas por
Apg1 e Apo respectivamnete.
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A
LT Y S

Figura 1 Grafico y = zP~!

1 1
Observeque7+f:1:>£+1:p:>;2:p—1:>q:L.
P q q q p—1
. |b|?
Com isso, Ags = —.
Observe que a igualdade ¢ atingida se, e somente se, |b| = |a|P~?. .

Lema 4.1.3. (Desigualdade de Holder). Sejam p,q > 1, com %+% = 1. Entao,
a desigualdade

n n 1/p n 1/q
S ol < (zw) (Zw)
=1 =1 =1

é verdadeira para quaisquer Ti,...,Tn,Y1,---,Yn € R.

Demonstracao:
Seja i, 1 < i <n. Aplicando o lema anterior para

= il _ i
T N ST
() ()
=1 i=1
obtemos
n 1/[’ n 1/(1 - n + n )
Solal ) (Do lwl p | lzl ) a D Il
i=1 i=1 i=1 i=1
Somando estas desigualdades, para ¢ = 1,...,n, obtemos a desigualdade
i=1 1 1

n 1/p n 1/q S P
(Zw) (Zw)
=1 =1
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que é equivalente & desigualdade de Holder. )

Lema 4.1.4. (Desigualdade do triangulo para ||-||, ou Inequagio de Minkowski).

Sep>lex=(x1,....,20),y = (Y1,---,Yn) € R™, entdo
2+ yllp < llzllp + lyllp-

Demonstracao.
Para "p = o0” temos

|z + ylloo = sup [z; + ys.
1

Mas, sabemos que para todo i = 1,2,. .. temos |z; + y;| < |x;| + |y;| e assim,
sup [z; + yi| < sup(|z;| + [y;]) < sup [z;] + sup |y
3 K3 3 (]
Logo [[zi + yilloo < [[illoo + [[Yilloo-

Para p=1 a inequagao se reduz a desigualdade triangular :
|x; + yi| < x|+ |yi| parai=1,2,...

Somando as i inequacoes membro a membro obtemos:

o0 oo oo
Z|$i+yi|§ |%|+Z|yz\
i=1 i=1 i=1

Considerando agora 1 < p < oo, para simplificar a demonstragao escrevere-

mos z; = x; + y;. Assim,
|26 = |z + yillziP~ < (2l + [wal) 2P parai = 1,2, ...

Somando as i inequagoes obtemos

oo o o
SolalP <D fallzP T+ fyillal
i=1 i=1 i=1

Observe que, pela inequagdo de Héder

Z|$i||zi|p_l<<2|$i|p> <Z(|Zi|p_l)q> :

i=1 i=1 i=1

1 1 +
Agora, 7_|_7zléu:lépq:p—l-qé(p—l)q:p.
p g pq

Ou seja, podemos escrever

[ee] o0 % oo %
3zt < (ZW) (Zl%l”) .
=1 =1 =1
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De modo anéalogo obtemos,

) o) % (o]
S Jyillza Pt < (Zlyilp> (Z Izﬂp)
=1 =1 i=1

Somando as duas ultimas inequagdes obtemos,

1
a

5=

§|zi|s (i||>+<i|y|) <i||>

Observe agora que, se ||z + y||, = 0 a desigualdade triangular ¢ satisfeita
pela defini¢do de norma. Assim, supondo que ||z + y||, # 0 podemos dividir a
1
oo q
inequacao anterior por (Z |zl|p> , obtendo assim a inequacdo desejada. e
i=1
Definigao 4.1.2. Sejam (X, | -||) um espago normado e x, € X, n=1,2,....
Dizemos que a sequéncia {x,} converge para v € X, se ||z, — z|| — 0 quando

n — oo.
Lema 4.1.5. Toda norma € uma func¢io continua.

Demonstracao:
Pela desigualdade do triangulo, obtemos |z]| = |z —y +y|| < ||z — y|| + |ly]|, o
que implica em

]| = llyll < [lz —y. (4.1.1)
De modo anélogo, obtemos, ||y|| = ||y — x4+ z|| < ||z — y|| + ||z|| que implica em
==l = llyll) < llz = yll- (4.1.2)

Entdo, de (4.1.1) e (4.1.2), obtemos

izl =Nyl <l =yl

Portanto, a norma é continua em xg pois, se € > 0, existe § > 0, mais precisa-
mente § = £, de modo que, se ||z —xzo|| < J, entédo |||z| — ||zo]| | < &. Resumindo,

provamos que toda norma é uma funcao de Lipschitz com constante um. .

Defini¢ao 4.1.3. Seja (X, || - ||) um espago normado. O conjunto E C X ¢
limitado, se existe M > 0, tal que ||z|| < M para todo x € E.

Lema 4.1.6. Se a sequéncia {x,} € convergente, entio ela € limitada.
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Demonstracao:
Seja x o limite de {z,}. Entdo, se ¢ > 0, existe N € N, tal que, para todo
n > N, temos ||z, — z|| < e. Portanto, se ||z|| = My, concluimos que

lznl = |ln — 2 + || < ||zn — || + ||z|| < e+ My para todo n > N.

Entao, se ||zk|| = My, k=1,..., N, definimos M = max{e+ My, M1,..., My}.
Logo, ||zx|| < M para todo termo da sequéncia. .

Definigao 4.1.4. A bola aberta com centro xo e raio r € definida por
B(zg,r) ={z : |z —xol| <7}

Lema 4.1.7. (i) Se z, — x ey, — y, entio (Tn + yn) — (x +y).
(ii) Se A, — A ez, — x, entdo (\pzy,) — (Ax).

Demonstracao.
€

(i) z, — & = Dado € > 0, 3n; € N tal que se n > n; temos ||z, — x| < 5

yn — y = Dado € > 0, Iny € N tal que se n > ngy temos ||y, — y|| < <
Assim, dado € > 0 tomando ng = maz{ni,ns} temos |[(z, +yn) — (z +y)| =
€ €
= e — 2)+ W~ ) < D+ v~ 2+ 0)] < g+ 5 =
Logo (n +yn) — (7 +y).
(ii) Se tivermos A ou x igual a zero, obtemos facilmente a afirmagio Az, —
Az,

Supondo entao que A e x sdo nao nulos, temos.

x, — x = Dado € > 0, In; € N tal que se n > ny temos ||, — z|| < 2”/6\ i
n
An — A = Dado € > 0, dny € N tal que se n > ny temos ||)\n - )\H < ﬁ
T

Assim, dado € > 0 tomando ng = maz{ni,na} temos ||z, — Az|| =
= [Anan + Anz — Az = Az|| = [An(@n — @) + (A0 = A)|| < [[Anllllzn — [+
displaystyle||z||[|A, — A < §+ § =€
Logo Az, — Az. °
O valor ||A]| existe pelo fato de {\,,} ser convergente. Pois como a sequéncia

é convergente entao a mesma é limitada.

Definicao 4.1.5. Todo espaco normado que € completo, é chamado espago de
Banach. Precisamente, (X, || - ||) € espaco de Banach se toda sequéncia funda-

mental {x,} C X converge para algum x € X.

Exemplos:
1) (R™, ] - |lp) é espago de Banach, para todo p ondel < p < co.
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2) (Cla,bl, ]l - ||l..) € espago de Banach.

3) (m, || - [ Lc[a,)) DdO € espaco de Banach. Aqui 7 = U;Z g, com

n
wn—{Zakxk : akER}‘
k=0

Isto significa que 7 é o espago de todos os polinémios algébricos com coeficientes
reais. Pelo Teorema de Stone-Weierstrass, toda funcdo contiinua em [a, b], pode
ser aproximada arbitrariamente bem, na forma uniforme por elementos de 7.
Portanto, se, por exemplo f(x) = |x — (a+b)/2|, existe sequéncia de polindmios
algébricos {p,}, tal que p, = f em [a,b], mas f & 7 (ver proxima se¢io).

4) (C[-1,11,]| - llz,) ndo é espaco de Banach. De fato, se considerarmos a

sequéncia de funcgoes continuas

-1, sexe[-1,—-1/n],
fao=1< nz, sexe€l[-1/n,1/n],
1, sex € [1/n,1].

Se m > n, entdo ||fn — fmlle, < 2/n. Logo, {fn} & uma sequéncia que é

fundamental em (C[—1,1],] - ||z,). Entretanto, o limite desta sequéncia é uma
fungao que é discontinua em [—1,1].

e

Y

Figura 2 Representacao das funcoes f,

Defini¢ao 4.1.6. Consideremos agora, no espaco (R?,|| -,), o conjunto
By(0,1) ={x : z € R? |z[, < 1}.

Ele é chamado bola unitdria, associada com a norma ||-||,. Obviamente, By(0,1)

¢ um conjunto convezo em R? e simétrico com respeito a origem.
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Definicao 4.1.7. Seja E um conjunto e A uma constante. Definimos por \E,

o conjunto de todos os pontos Ax onde x € E, ou seja,
AE ={\z : z€FE}.

Problema 4.1.1. Seja B C R? um conjunto aberto que é convezo e simétrico

com respeito a origem. Para todo x € R?, definimos
lz|lg =inf{\ : AB > z}.
Podemos afirmar que | - ||p € uma norma em R??

Definig¢ao 4.1.8. Sejam X wm espago e || - || e || duas normas em X. Elas
s@o chamadas equivalentes se existem constantes a,b > 0, de modo que, para
todo x € X, temos

alz| < |[z]] < blx|. (4.1.3)
Se |-l el|-| sdo duas normas equivalentes em X, as constantes
A = inf —HH e B:sup—H.||
weX |- vex ||
sio chamadas coeficientes de equivaléncia de || - | e |- ].
Problema 4.1.2. Provar que, se || - || e |-| sdo duas normas equivalentes em
X, os coeficientes de equivaléncia de ||-|| e |-| sdo bem definidos. Mostrar, além

disso, que A =sup{a : a satisfaz (4.1.3)} e B =1inf{b : b satisfaz (4.1.3)}.

Agora introduziremos os espagos [, :

se 1 < p < oo, entao
oo
l, :={z = (z1,29,...) : Z |z;|P < oo},
i=1

isto é, os elementos de [, sdo sequéncias, em geral infinitas, para as quais a serie
o0

E |z;|P é convergente, ou de modo analogo, sio as sequéncias tais que as séries

i=1
o0

g x¥ sdo absolutamente convergente. A norma em [, é definida por

i=1
oo 1/p
lzllp = (Z Iwil”> :

i=1

Analogamente, para ”p = c0”, temos

loo == {2 = (w1,22,...) : sup |z;] < oo},
1<i<oo

com a norma ||zl = sup |a|.
1<i<o0
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Problema 4.1.3. [, sdo espacos de Banach? Justifique a resposta.

Mostremos agora que I, é completo e dai concluimos que é de Banach.
Para p = o0, seja {z,,} uma sequéncia fundamental qualquer em I, , onde
_ (,(m) (m)

Tm = {a1 }

PN
Considerando a métrica em o, dada por

d(x,y) = sup |a; — byl
j
onde z = {a;} e y = {b; }.
Como {z,,} fundamental, para qualquer € > 0, existe um natural N tal que
para todo m, n>N]|

d(.]?,,,“ xn) = sup |a§m) - agn)| <e.
J

Com isso, podemos afirmar que para qualquer j fixoe m, n > N
|a§m) — agn)\ <.

Assim, para todo j fixo a sequéncia {a;l),a;?), ...} é fundamental. Observe

que esta é uma sequéncia de nimero reais, assim. Sabemos que toda sequén-
cia fundamental de nimeros reais é convergente, ou seja, {a§1),a§2), L} —a
quando m — .

Usando este fato para todos os j, obtemos uma sequéncia = {a1, as, ...}
Mostremos que, x € lo € T, — .

Como anteriormente, para todo j fixo, fazendo n — oo e m > N temos,
(m) _ (n) (m)
|a; a; | <e=la; a;| <e

Como x, = {aj(-m)} € lso, existe um namero real k,, tal que |a§m)| < km
para todo j (pois {ag-m)} é convergente e portanto limitada).

Assim, obtemos a seguinte desigualdade para m > N,
|aj| < |aj . a§7rb) + a;m)‘ < |aj B agm)‘ + |a§7rn)| <e+k,.

Observe que o lado direito desta inequagao nao depende de j, ou seja, x =
{a;} é uma sequeéncia, de numeros reais, limitada. Com isso, temos que x ¢

convergente, entdo x € lo. E como ji demonstrado anteriormente,

d(x,, ) = sup |a§.m) —aj] <e,
Pl

0 que nos garante que x,, — x. Logo [, é completo.
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Sejam 1 < p < o0 e {x,} uma sequéncia fundamental em I,, onde z,, =

(a;§’”>,x§m), ...). Para todo € > 0 existe um m, n > N tal que

1
d(mm’xn) = <Z ‘-/Egm) _ :L,En)|;l)> <€
i=1

Desse modo temos que |m§m) - x,(-")| < eparam,n >N

Para um i fixo, temos que (m(-l), x§2), o)

p ¢ uma sequéncia fundamental.

Cada elemento xgm) desta nova sequéncia, converge para um valor z;, quando
m vai para o infinito. Usando este fato, obtemos um ponto © = (z1, 22,3, ...)

e mostraremos que x €, e T, — @

k
Sabemos que para m,n > N temos Z |x2(-m) — xgn)|p <P parak=1,2,...

i=1

(m)

k
Fazendo n — oo obtemos para m > N, Z|xl — ;P <€ para k =

=1
1,2,...

o0
Fazendo agora k — oo temos para m > N, Z |a:£m) —x|P < €.
i=1

(m)

. — ;) €ly. Como z,, € 1, temos

Com isso mostramos que ,, — z = (z
que & = T + (z — zp).
Como {z,,} é uma sequéncia fundamental arbitraria em [,, temos que [, é

completo para 1 < p < oo.

4.2 Operadores Lineares Limitados

Sejam X e Y dois espacos lineares. Nesta se¢do estudaremos algumas pro-
priedades de operaderes T : X — Y. Isto significa que para todo z € X, o
operador T coloca em correspondéncia com um valor y € Y, isto é, y = Tx.

Definicao 4.2.1. Sejam X e Y espacos lineares sob o corpo F. O operador
T:X —Y élinear se:

1) T(xy+22) =Txy +Try Vry, 20 € X;
2) T(\x)=ATx VAeF e Vo e X.

Exemplos:
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1) Se X = R", Y = R" e {e1,...,e,} uma base em R”, definimos Tx =
AMT1 + Aoz + - - ApTy. Se Txp = ajper + askes + - - - anken, entao
Tx = X (aiier +agiea +---apiey)

+ A2 (a12e1 + azzes + - - - anaen)

+ )\n (alnel + A2n €2 +--- annen)

= (Aann + Aoaig + -+ Apain) €1
+(A1a21 + Agage + - - + Apagy) €2

+()\1an1 + )\2an2 + -+ /\nann) €n.

Portanto, se

ail a12 e A1n
a1 Qa22 ... Q2p
A =
an1 An2 e Qpp
ex = (A, A )T tagdo d b ta -
= (A1, A2,...,Ay)" a representacao de x na base 1e1,...,€,, entao a re

presentacdo de Tx na mesma base é simplesmente Azx.
2) O operador T : C[a,b] — C|a,b], é definido da seguinte forma. Seja K (x,y) €
C([a,b] X [a,b]). Entéo, se z(t) é qualquer func¢do continua em [a,b], o “valor”

Tz do operador T para a fun¢io x é a seguinte funcao continua:

Ta:(t)z/ K (u,t)z(u)du.

Definicao 4.2.2. Quando o espaco Y é um corpo, o operador T : X — 'Y ¢€
chamado funcional.

Por exemplo, se Y =R ou Y = C, o operador é funcional.

Definicao 4.2.3. Sejam X e Y espacos normados. O operador T : X — Y ¢€
chamado continuo em xo € X se, para toda sequéncia {r,} que converge para
Tg, temos que Tx, — Txq.

Definigao 4.2.4. Sejam (X, || ||x) e Y, | - |lv) espacos normados. O operador

T:X —Y é chamado limitado se existe uma constante M > 0, tal que

ITz|ly <M ||z|]|x para todo = € X.
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Teorema 4.2.1. Sejam X e Y espacos lineares normados e T : X — Y um
operador linear. Entao as sequintes afirmacdes sao equivalentes:

1) T € continuo em X.

2) T é continuo em 0 € X.

3) T € limitado.

Demonstracao:
Que 1) implica 2) é obvio. Portanto, primeiramente provaremos que
2) = 3).
Vamos supor que T nao é limitado. Logo, para todo n € N, existe z,, tal que

|T2zy|| > n|jz,||. Consideremos a sequéncia dos pontos

1 z,

e

1
Obviamente Z,, — 0 pois ||Z, — 0]| = —. Os valores de T' em Z,, s&o
n

1z, 1
Tz, =T (m> —— T
n ||z, | n|z, ||

Logo, pela hipétese que fizemos,

Tzl nllzall _

T2, = =
nllzall = oz
Portanto, a sequéncia Tz, nao converge para zero, o que contradiz a hipotese
de T ser continua em zero.

Finalmente provaremos que
3) = 1).
Sabemos que existe constante positiva M, tal que

|Tz|| < M|z|| paratodo z € X.

Seja € X arbitrario e {x,} uma sequéncia de pontos de X que converge para
z. Em outras palavras, temos que ||z, — z|| — 0 quando n tende ao infinito.
Logo,

[Ty = Txl| = |T(zn — 2)| < M|z — zf| — 0.

Entao, Tz, — Tx quando n — oo. Portanto, 7' é continuo em z. E como x é

um ponto qualquer, concluimos que T é continuo. °

Teorema 4.2.2. SeT : X — Y ¢é um operador linear e a dimensdo de X ¢é

finita, entao T € limitado.
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Demonstracao:
Sejam dimX = n e {e1,...,e,} uma base de X. Seja {zi},zr € X, uma
sequéncia que converge para o elemento neutro (0) de X, isto é x — 0. Para

n

todo k € N, o ponto xj pode ser unicamente representado como xj = Z )\Ek)eq;.
i=1

Logo, para todo indice i fixo, 1 < i < n, temos que )\Ek) — 0 quando k — oo.

Usando este fato e a desigualdade do tridngulo, obtemos

n
k
ITxell < 32 NP ITeil] — o.
i=1
Consequentemente, T' é continuo no elemento nulo de X, e pelo teorema anterior,
T é limitado. .

Defini¢ao 4.2.5. Sejam X e Y espagos normados. Por B(X,Y') denotaremos
o conjunto de todos os operadores lineares e limitados T : X — Y. As operagoes
lineares em B(X,Y) sdo definidas através de:

1) (T+S)x=Tx+ Sx;

2) (aT)x = aTx,

com as quais B(X,Y) torna-se um espacgo linear.

O elemento neutro (nulo) do espago B(X,Y) é o operador O cujo valor é o
elemento nulo de Y, para qualquer z € X, isto € Ox =0 € Y para todo z € X.

Um exemplo conhecido é quando X =Y = R". Neste caso B(X,Y) = M,,
ou seja, o conjunto das matrizes reais n X n.

Em seguida introduziremos norma em B(X,Y’). Para este proposito, obser-
vemos primeiramente que, se T € B(X,Y), as quantidades C’ e Cy abaixo sdo

bem definidas:

C' = inf{CeR : ||Tz| <Clz| VreX}
- inf{CeR : ||Tg|”|” <cC VmeX},
x

Mostremos que o conjunto A, dado da seguinte forma {C € R : || Tz| < C||z|| Vz € X},
¢ fechado. Pois assim, concluimos que C’' € A, ou equivalente, que ||[Tz| <
'l
Primeiramente, observemos que A é um subconjunto de R. Assim, consider-
aremos a métrica usual. Agora mostremos que A¢ é um conjunto aberto. Temos
que
A°={CeR : |[Tz|]| > Cllz|| paraalgum =€ X}.
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Se A° for um conjunto vazio nao ha o que demonstrar. Assim, supomos
A€ nao vazio e seja C um elemento qualquer de A€, ou seja, existe xg € R tal

que ||Txol| > Cllzo]l. Como T é um operador obtemos xg nao nulo. Assim,
[Tl

C>0.
ol .
Considerando a bola aberta B(C,r), onde r = H”;T'H — C. Mostremos que
0
B(C,r) C A-.

Seja C!' € B(C,r) = |C' = C| < r = —r < C' — C < r. Considerando
apenas a segunda desigualdade obtemos

T Tx T
ITzol o, on _ T30l _ ool

> C1.
[[zol| [0l l|zoll

Cl-C<r=0'-C<

Logo, C! € A€ e assim B(C,r) C A¢, ou seja A é um conjunto fechado.

T

0~ a2l
zex ||z

= sup ||Tz|.

llzll=1

Obviamente as duas quantidades que definem C' sfo iguais. Para mostrar-
mos que o mesmo vale para as que definem Cy, observa que, se x € X é arbi-

trario, entdo & = x/||z| satisfaz ||Z|| = 1 e também

[Tzl _ [T(ll=[12)]
] ][z

Lema 4.2.1. Para todo o operador T € B(X,Y), temos C' = Cy.

= [Tz

De fato, pela defini¢do de Cy temos que Cy satisfaz | Tx| < Collz|| e como
(" ¢ o limite inferior, temos que C’ < Cy. (1)

Como mostramos anteriormente, ||Tz|| < C’||z||, para todo = € R, em par-
[Tz

]

ticular vale para qualquer z nao nulo. Mas Cy € o sup de

para todo x

nao nulo, temos pela definicao de sup que Cyp < C’. (2)
Portanto, de (1) e (2) temos Cy = C".

Defini¢ao 4.2.6. Se T € B(X,Y), a sua norma € definida como sendo a
constante C' = Cy, isto é
|IT|| = C" = Co. (4.2.4)

Isto significa que a norma do operador T' pode ser definida por qualquer uma
das quatro quantidade acima e que todas estas difinicbes sao equivalentes.



4.2 Operadores Lineares Limitados 83

Lema 4.2.2. A expressio (4.2.4) de fato define uma norma em B(X,Y).

Demonstragao:
Verificaremos as trés propriedades de norma:
1) Obviamente ||T|| > 0. Também, pela defini¢do da norma de T, obviamente
IT|| = O se, e somente se ||Tx|/||z| = 0 para todo z € X o que é equivalente
ao fato de que ||Tz|| = 0 para todo = € X.
2) Esta propriedade segue imediatamente:

AT = Sup (AT )z]| = |Al P, [Tz = [ANT]-

3) Na demosnstracdo desta propriedade usaremos o fato de que, se as fungdes

reais f e g sdo definidas e limitadas no conjunto A, entéo

sup (f(z) + g(x)) < sup f(x) + sup g(z), (4.2.5)
T€A T€EA TEA

cuja demonstracao é imediata:

sup (f(x) +g(x)) < sup (f(z) +g(y)) = sup f(z) + sup g(y).
T€EA r€AycA z€A yeA

Assim, a seguinte cadeia de igualdadedes e desigualdades implica na desigual-

dade do triangulo para a norma ||T||:

IS+TI = sup [|(S+T)]| = sup [|Sz+ Tz
llzll=1 llzll=1
< Sup, (IS(l + 1T=[])
<

sup [|Sz]| + sup |[Tz]|
el =1 lell=1

ISI =+ 11T1]-

Teorema 4.2.3. Se X € um espaco normado e Y € um espaco de Banach,

entio B(X,Y) € também um espaco de Banach.

Demonstracao:
Primeiramente mostremos que, se {1,,} é uma sequéncia de operadores, T}, :
X — Y, tais que, para todo z € X, | Tha — Tz|| — 0, quando n — oo, entdo
T é operador linear. Desde que T}, sao lineares e convergem, para T, para todo
ponto = € X.

Temos
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1T (Ax + py) — (ANTx + uTy)||
= 1T(Az + py) — Tn(Az + py) + (Ao + pThy) — (ATz + pTy)||
S NTa(Aa + py) — T(Ax + py)l| + N[ Toz — Tf| + |p[| Tz — Tz]] — 0,

pois cada uma das normas na ultima expessao converge para zero, quando n

tende para o infinito. Consequentemente,
T(Ax + py) = (ANT'x + uTy).

Logo, T é de fato linear.

Seja {T,,} uma sequéncia fundamental de operadores lineares limitados, isto
é, T, € B(X,Y) e, além disso, para todo € > 0, existe N € N, tal que, para
todos m,n > N, temos ||T,, — T,|| < e. Lembrando a defini¢do de norma de

operador e o fato de que T, sao lineares, esta ultima afirmac¢ao implica que

[T = oz = (T — Tu)all < [T — Tullllz] < elle]l para todo @ € X.

(4.2.6)
Portanto, para todo = € X, a sequéncia {T,,z} é fundamental em Y. Desde que
Y é completo, existe y € Y, tal que T,,x — y := T'x. Desta forma definimos um
operador T': X — Y. Logo,

|Tx — Tz|ly — 0 paratodo z € X,

e, pelo que provamos anteriormente, o operador T é linear.
O fato de que toda norma é fun¢io de Lipschitz com constante um, implica
em 777

Tl = 17 < |77 = T <e.

Logo, ||Tn|l — ||IT|| e portanto a sequéncia {||T,||} é limitada, isto é, existe
M >0, de modo que ||T,|| < M para todo n € N,

Este ultimo fato, junto com (4.2.6) implica que, para todo z € X, temos
[Tx = Toa + Tzl < ||Te — Tox|| + [|Tox]| < (e + M)||].

Portanto, T' é limitado.

Além disso,

”SIHIP (T — T)zlly = |Tn = Tllpx,v) < €
x||=1

Por isto T,, — T com respeito a norma em B(X,Y). °
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Teorema 4.2.4. (Teorema de Banach-Steinhous) Sejam X wm espaco de Ba-
nach e Y um espaco normado. Sejam T, : X — Y operadores lineares e li-
mitados para todo o € A. Se, para todo x € X eziste c(x) > 0, de modo que

sup||Tazx| < ¢(x), entdo, existe constante M > 0, tal que
acA

sup ||T,| < M.

acA

Sucintamente, o Toerema de Banach-Steinhous afirma que, quando X e de
Banach e T, sdo operadores de B(X,Y) tais que a sequéncia {T,z} e limitada
em todo ponto x de X, entdao T, sao limitados por norma.

Demonstracao:

Sejam
Foni={xeX : ||Toz| <n}.

Os conjuntos Fy , sdo fechados. De fato, sejam x € Fyp, com ||z — z|| — 0.
Portanto, ||Tozk|| < n. Desde que T, sdo continuos, temos que | Tz —Tox|| —
0 quando k — oo e por isto ||[Thzk|| — ||[Tuz||. Logo, ||[Twz| < m. Entao,
Tz € Fyn.

Para todo n € N definimos F,, = (¢4
pois é dado pela intersecdo de uma familia de conjuntos fechados. Alem disso,

F, .. Os conjuntos F,, sao fechados

Unen Fn = X. De fato, se x € X, existe ¢(x) > 0 com a propriedade na
afirmacdo do teorema. Definimos n = [c(z)] + 1. Portanto, supyc4 [|[Toz] <
c(x) < n o que significa que x € F,.

Resumindo, o espaco completo X e coberto por uma quantidade enumerével
de conjuntos fechado. Pelo Teorema de Baire, existe pelo menos um F,, que
possui ponto interior, isto ¢, existe § > 0, tal que, para todo x com ||z — x| < 4,
temos = € F),,.

Sejay € X com |yl =1e z=x0+ (§/2)y. Logo, ||z — ol = 3/2 < J e por
isto z € F,,,. Portanto, | T,z| < no para todo o € A. Consequentemente,

2
ITayll = 5lITalz —20)|
2
< 5 Tzl + 1 Tazo) 1}
< dno.
=9
Portanto, )
o
|Tall = sup [[Toyll < — = M.
lyll=1 g

Desde que esta desigualdade vale para qualquer indece a € A, temos que
supyen | Tall < M. .
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Antes de mostramos uma aplicagdo do Toerema de Banach-Steinhous, vamos
fazer uma pequena revisdo de polindmios interpoladores.

Queremos encontrar um polindémio onde, dada uma fungdo f e um conjunto
de ponto z;, i = 0,1,...,n este polindmio satisfaz a propriedade p(x;) = f(z;)
parat =0,1,...,n. Neste trabalho citaremos apenas a interpolacao de Lagrange
e mostraremos o método para encontrar, dado uma tabela de n+1 ponto, um
polinémio de grau menor ou igual a n que melhor se aproxima da funcao f dada.

Mas antes temos o seguinte teorema que prova a unicidade de tal polinémio.

Teorema 4.2.5. Sejam (x;,y:), yi = f(z:);i=1,...,n,n+1 pontos distintos,
isto é, x; # x; para i # j. Existe um unico polinémio P(x) de grau nio maior

que n, tal que P(x;) = y;, para todo i.

Demonstracao:
O polinémio P(x) pode ser escrito da seguinte forma:

Po(x) = ap + a1z + ax2® + ... + a,z".

P(x) &, no méximo de grau n, se a, # 0 e, para determinar os coeficientes
ap, ai, .., an. Como P,(x) contém os pontos (x;,y;), ¢ = 0,1,...,n, pode-se
escrever que P, (z;) = y;, para todo i.

Obtemos assim um sistema (n+1) por (n+1) cuja matriz de coeficientes é

2 n

1 z x5 ... zg

2 n

1z =zy ... 2

. 2 n

dada a seguir: A= | 1 2 23 ... 3
2 n

1 zp =2 ... 2}

Mas, o determinante da matriz A é conhecido como determinante das potén-
cias ou de Vandermonde e, da Algebra Linear, sabe-se que seu valor é dado por:

det(A) = H(ZL‘Z —xj).
i>j
Como x; # x; para ¢ # j, vem que det(A) # 0.
Logo, P(z) é tnico. o
Sera visto, agora, a deducao da férmula de interpolacao de Lagrange.
Sejam os (n+1) polindmios p;(x) de grau n:
po = (z—x1)(x — z2)...(x — x,)

p1 = (x — x0)(x — x2)...(x — )
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Pn = (2 —20)(x — 22)..(T — T(n_1))

ou, de uma forma mais simples,
n

pi(x) = H (¢ —zj;), (i=0,1,...,n), onde z; é conhecido.
=0,j#i

Tais polinémios possuem as seguintes propriedades:

1. p@y(x;) # 0, para todo i.

2. pay(xj) = 0, para todo i # j.

e sao conhecidos como polinémios de Lagrange.

Como o polinémio P(z) que se deseja encontrar é de grau menor ou igual
a n e contém os pontos (z;,v;), ¢ = 0,1,...,n, pode-se escrevé-lo como uma
combinagao linear dos polinémios p;(x), ¢ =0,1,...,n.

Entdo, P,(z) = bopo(z) + bip1 () + ... + bppn(2).

E, assim, para se determinar P,(x), basta calcular os valores de b;, i =
0,1,...,n, jad que o polindémio p;(x), para todo i, podem ser determinados.

n
Seja Pn(xk) = Z bi,pi(l'k) = bOPo(xk) + bip: (zk) + ..+ bnpn(zk’)-

i=0
Mas, como p;(zx) = 0 para todo i # j e p;(z;) # 0 para todo i, vem:

P, (x) = bppr(zk) e como Py, (xx) = yr obtemos,

b _ Pn('rk')
k— — -
Pi(k) N
Variando £ = 0,1,...,n obtemos b; = L, para todo i.
pi(ﬂﬁi)

Substituindo o valor de b; temos:

Substituindo os polindmios p; na equagdo acima obtemos:
n

n
P,(x) = ZyL *
i=0 §=0,j#i ~°

Obtendo assim a formula de interpolacao de Lagrange.
Mostraremos agora a existéncia de um polinémio tal que, dada uma funcao

f, este polindmio converge para f.

Definicao 4.2.7. Sejam a, b € R. Definimos por

a Vb= max{a,b};
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a A b= max{a, b}.

Lema 4.2.3. Sejam a, b € R, entio

1
1. avb= §(a+b+|a—b|);
1
2. aNb= §(a+bf|afb|).
Demonstracao

1
1. Sea >btemos a Vb= §(a+b+afb) = a = max{a, b}
1
Se a < btemos aVb= §(a+b—a+b) = b = max{a, b}
2. A demonstracdo é analoga ao item anterior. °

Definigao 4.2.8. Seja X um espago métrico. Um subconjunto A C C(X) € uma

subalgebra se
1. A € um subespaco vetorial.
2. Sef, ge Aentiofge A

Defini¢ao 4.2.9. Sejam X um espag¢o métrico e A C C(X). Dizemos que A
separa pontos se para todo x # vy, z, y € X, existe f € A tal que f(z) # f(y).

Antes do proximo lema, vamos considerar a seguinte sequéncia de polindémios.
1 2 2
Qo(x):=1e Qny1 = 5(1 —z° 4+ Q. (2)).
Mostremos que
0<Qnt1(z) <Qp(z) <1, n=0,1,..., z € [-1,1].

Tomamos inicialmente z = 1 ou = —1 (tomaremos x=1) temos:

—_

Quin (1) = (1 -1+ Q3(1) = 3Q3(1) 2 0.

Para obtermos que @, (1) < 1, usaremos a principio de indugfo finita (ou

[\)

inducdo matemaética).
Assim, para n=1 temos

Qi) =31 -141%) =,
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ou seja a propriedade se satisfaz para n=1.

Supondo pra n=k que Qx(1) < 1 obtemos

Qx(1)

Qi) <1= 5

1
< 5
2
e assim temos,
1 2
Qr+1 25(1—1+Qi)=7k <L

Agora, vamos mostrar que a propriedade é valida para x pertencente ao
intervalo de -1 a 1.

Assim para z € (—1,1) temos,

Quia(a) = 31— 2+ Q3 (a).

Como |z| < 1 temos 22 < 1 e desse modo 1 — z > 0 e além disso, Q2 > 0

temos @11 > 0.

Novamente usando a principio de inducao finita, mostremos que @, (z) <1
para todo x pertencente ao intervalo (—1,1), Seja x um ponto qualquer desse
intervalo.

Para n=1 temos Q1(x) = %(1 —2? 4+ 1). Assim como anteriormente

1
1—x2§1:>1—:c2§2:>§(1—x2+1§1)

e portanto, Q1 < 1.
1
Supondo para n=k que Qx(x) < 1 obtemos Qpn4+1(z) = 5(1 — 2%+ Q2 (z)).
Novamente temos que 1 —2? < 1 e por hipétese de inducdo obtemos Q2 (z) < 1.

Com isso,
1
I-a?<1=1-2"4+ Q) <1+ Q@) < 1+1= S(1-2"+ Qi) < 1.

Mostraremos agora que a sequéncia & nfo crescente, ou seja, Qn+1(x) <
Com efeito, usando o principio de inducdo finita temos que para n=1 e x
pertencente ao intervalo [—1, 1] a seguinte condigdo
2 1 CE2

2
x x
a1 o, - Y <0,
2+2 5 Qo 2_Q0

DN |

Qi(z) =
Agora, supondo que para n=k temos Qx(x) < Qr_1(x) obtemos,

Qualr) (-4 QRw) _ (-2 4QRw) _(1-2®)
0l T 20 S ol G @@
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Q-2 Qa@) 6 Q@ o Q@) Q@)
— r () Qr—1(z) On (@) +Qx(x) = On(@) Qr—1(z) 0n(2) +Qk(x)
=1- Qk*l(x)QLl(x) +Qu(z) <1 —Qr-1(z) + Qr(z) < 1.

Qr(v) - =

Logo, a sequéncia ¢ nao crescente.

Apos mostrarmos que a sequéncia é monodtona e limitada em um conjunto
compacto, vimos que essa sequéncia converge uniformemente. Assim, existe
uma funcdo f tal que Q,(z) = P.

Temos que Qp+1(x) = 5(1 — 2% + Q% (x)). fazendo n tender ao infinito obte-

mos
1
P= (1-a2?+P)=2P=1-2"+P? =5 P’ 2P+ (1-2°) =0.

Calculando as raizes dessa equacio em fungio de x obtemos P = 1 + |z] e
P =1—|z|. Como a sequéncia converge para uma funcdo também limitada
no intervalo [0,1] (0 < Qn(z) < 1), podemos excluir a primeira raiz. Assim
P=1-—|z|

Agora se tomarmos a sequéncia H,(z) = 1 — Q,(z) temos que H,(z) — |z|.

Assim, temos uma sequéncia que converge uniformemente para a funcio

valor absoluto. Assim, podemos mostrar o proximo lema.

Lema 4.2.4. Sejam X um espaco métrico compacto e A C C(X) uma subalge-
bra. Se f,g € A, entio fV g (f Ag) é o conjunto de todos os limites uniformes
de A.

Demonstracao

Faremos para ao caso f A g, pois o outro de modo analogo.

Por hipotese f, g € A e A é uma subalgebra que contém f = 1. Pela defini¢ao
de subalgebra temos que A é um espaco vetorial e assim, como g € A entdo -g
€ A.

Com isso, temos que f+g € A e f-g € A.

Falta mostrar entao que se f€ A entéo |f| € A.

Sejam a = inf{f(x),x € X}, b = sup{f(z),z € X} e pp : [a,b] —
R uma sequéncia de polinémios tal que limy,coo pn(x) = |f(z)] (mostraremos
um exemplo dessa sequéncia). Entdo, lim, . p,(f(z)) converge para |f(z)|
uniformemente em X. O fato de A contém as fungoes constantes, garante que
pu(f(z) € A. Logo |f(x)| € A.

E assim, usando o item 1 do lema 4.2.3 temos que f A g € A. °
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Lema 4.2.5. Sejam X um compacto e A C C(X) uma algebra que separa pontos
e A contém a funcio f =1. Seja o, B € R e xg # yo, X0, Yo € X, entdo existe
pelo menos uma fungio f € A tal que f(xo) = a e f(yo) = B.

Demonstracao
Por hipotese A separa pontos. Assim, como g # yo existe uma fungio g € A
tal que g(zo) # 9(yo)-
Considere f da seguinte forma:
a—f ag(zo) — Ba(yo
- |+ cotzel ot
9(xo) — 9(vo) 9(zo) — 9(vo)

Como A é uma subalgebra f € A. °

1

Agora mostraremos o Teorema chave, que mostrara que toda funcio continua

em um compacto pode ser por um polinémio.

Teorema 4.2.6. (Teorema de Stone-Weierstrass) Seja X wm espago compacto
de Hausdorff, entio uma subalgebra A C C(X), que contém, f = 1 e separa

pontos € denso em C(X).

Demonstracao

Mostremos que para toda f € C(X) e todo € > 0, existe g € A tal que
|f(z) — g(z)| < € qualquer que seja z € X.

Dados quaisquer z, y € X, existe gy € A tal que g,y (z) = f(x) € guy(y) =
f(y). Isto ocorre do Lema 4.2.5 se  # y e se = y basta tomar g,, constante.

Por continuidade, para cada z € X, cada ponto x € X possui uma vizinhanga
Vay tal que z € Vyy = gay(2) > f(2) — e

Como X é compacto, existem y1, y2, ..., Yo € X tais que X =V, U... U
Vay,-

Seja gr = Guy, V Gays V- - - V Gry,- Entdo g, € A (pelo lema 2) e g, (z) = f(z)
e f(z) — e < g.(2) para todo z € X.

Por continuidade, cada ponto x € X possui uma vizinhanca U, tal que
z € Uy = g:(2) < f(2) + €. Sendo X compacto, existem x1, Za, ..., Ty € X
tais que X = U, U...UU,, . Seja g = gz; AGay N-..Age, Entdo g € A e, para
cada z € X tem-se f(z) —e < g(2) < f(2) + ¢, ou seja, |f(z) —g(z)| < e.

Disso, concluimos que A ¢ denso em C(X). Assim, para essa f € C(X) e
€ >0, existe g € A tal que ||f — g|| < g

Como g € A temos que, existe uma sequéncia h,, de funcdes em A e ng € N
tal que ||hn, — gl < g

Assim, para esse € > 0 e ng € N temos

hng = fII = [lhng =g+ 9= fI < [lhng —gll +1lg— flI <€
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Logo, A também é denso em C(X), comoqueriamosdemosnitrar. )

Observe que o conjunto dos polindmios é uma subalgebra que satisfaz as
condicoes do teorema anterior. Assim, para toda funcio continua em um com-
pacto, existe uma sequéncia de polindmios {p,} tal que p, — f.

Mas, quando interpolamos uma fun¢ao f por um polin6mio de grau menor
ou igual a n por ponto xg,1,...,Z, obtemos um erro que pode ser calculado

pela seguinte formula:

ARG

i=0
para algum & em X. O limite acima do erro, sugere que escolhamos os pontos de
n

interpolacao z; de tal modo que H(:c — x;) seja o menor possivel. Isto ocorre

=0
quando escolhemos os pontos de Chebyshev.
Nao demonstraremo todas as afirmacoes sobre polindmios interpoladores,
pois teriamos que aprofundar mais na teoria de calculo numérico e neste caso

estamos querendo encontrar uma aplica¢ao para o teorema de Banach-Steinhaus.

Definicao 4.2.10. A constante de Lebesgue A € definida pela norma de X, onde
X € a projecao do espaco de todos os polindmios interpoladores de grau menor

ou igual a n da sequinte forma:

1f = XHI < (E+ DI =27l

onde p* € o polindmio interpolador de Lagrange.

Queremos encontrar ponto x; tal que a constante de Lebesgue A seja a
menor possivel. Isto ocorre quando escolhemos os pontos de Chebyshev e assim

obtemos a seguinte condicao para A.

2
A> —logln+1)+C
T

para alguma constante C.

Podemos entdao mostrar o seguinte teorema.

Teorema 4.2.7. Para toda fungdo f(x) continua em um intervalo [a,b], ex-
iste uma tabela de nds tal que a sequéncia dos polindémios interpoladores p,(x)
converge converge para f(xr) uniformemente em [a.b].

O teorema acima garante que para qualquer fun¢éo existe uma tabela de nos

tal que o polinémio interpolador converge uniformemente para f.
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Mas sera que é possivel obtermos uma tabela de pontos tal que para qualquer
funcdo f o polindmio interpolador que passa pelos n pontos da tabela, converge
uniformemente para f?

O teorema a seguir afirma que isso nao é possivel e em sua demonstragao
(que também serd omitida) é construido um conjunto de projegoes de polindmios
que convergem para f, mas ndo uniformemente, pois pelo teorema de Banach-
Steinhous isso s0 seria possivel se este conjunto fosse limitado uniformemente,

0 que nao ocorre.

Teorema 4.2.8. Dada uma tabela de ponto pertencentes a um intervalo [a,b],
existe uma funcdo f em [a,b] tal que a sequéncia de polindmios interpoladores

que passam por esles pontos, divergem em [a,b].

Demonstragao.

Considere T}, : Cla,b] — Py,[a,b] tal que T,,(f) =P, (f, X)(z) = >, Li(2) f(x5),
onde X é o conjunto de n+1 pontos, tal que f(x) = p,(z) e l;(x) é o polindmio
racional obtido através da interpolagao de Lagrange.

Considerando a seguinte norma:
111 = max, 1 (2)],

temos também que C|a, b] € um espago de Banach (Estamos apenas considerando
o espaco Cla, b]).

Obtemos,
Polf, X)(@) = S lf (@) = [Pa(f, X)(@)] = | 3 b ()] <
i=0 1=0
< S Il < ALY il
lzossim, =
BalF, X)(@)] < 1114 (0)
A (z)

max g |l;] € a constante de Lesbegue de ordem n.
a<z<b 4
i

Podemos assim escrever a seguinte inequagao:

Buf. X)) _ o Balh X
=A@ = < Al

Como ambos os lados da inequacao acima nao dependem de x, temos

P, (f, X
Tl sup | E2 2Ny,
b =7

Considere f € Cla.b] tal que ||f|| < 1 para todo = € [a,b], onde
l;
B e ) # 0

flzi) =4 Ly’
1, sel;(y) =0
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onde y é tal que A, (X) = mf,xz i (x;)] = Z [ (y)
i=0 j

Temos entao,
n

IP.(f, X |—\Zz W < 3™ 1)) < An ().

y =0
Assim,
B (f, X |—|Zz (z = L) = Aa(X).
1=0
Com is50, [Py (£, X)|| = An(X) e como || f]| = 1 temos W — AX),

ou seja, ||T,|| = An(X).
Pela teoria de polinémios interpoladores temos que

2
Ap(X) > ﬁlog(n) —1.

Como [|T,(f)|] — oo quando n — oo, temos pelo teorema de Banach-

- ]P> X
Steinhous que ||T,(f)|| = [|—%7— Hf|| !

|| ndo converge para alguma f. .

4.2.1 Exercicios

1. Mostre que para 1 < p < o0, I, é um espa(;o métrico.
Considere d(z,y) Z lzj —y;|F
Demonstragao.
Para quaisquer z,y € [P temos:
y) = QO lay —ul")7 = QO ley — 2+ 2 —yl")7 <
<O lwi =277 + O 1z —yl")P = dlw,2) + d(z,9).
Como d(x,y) > 0 pois é soma de valores ndo negativos temos que (P é um

espaco métrico. °

2. Mostre que pela inequacao de Cauchy-Schwarz obtemos a seguinte in-
equacao:

(|lz1| + |2a| + ... + |z )% < n|lze)® + |2z2)® + .. |za]?).

3. Encontre uma sequéncia x que esta em [P parap > 1e x ¢ [P.

Demonstragao.

. : 1
Basta considerar a sequéncia (z,) = —. o
n
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4. O diametro de um conjunto A (6(A4)), onde A é um conjunto nio vazio

em um espago métrico (X,d) é definido por

5(4) = sup d(w,y).
z,y€A

Dizemos que A ¢é limitado se 0(A) < oco. Mostre que A C B, entdo
26(A) < §(B).

5. O espacgo [*° é ndo separével.
6. O espaco [P com 1 < p < co € separavel.
Demonstragao.

Seja M o conjunto de todas as sequéncias y de forma que
Yy = (y1,y27~'~7yn;0707~~~)

onde n é qualquer valor positivo inteiro e os valores y; €@ para todo
i. Mostremos que M é denso em IP. Seja z = (x;) € P uma sequéncia

qualquer.

Entéo para todo € > 0 existe um n (que depende de €) tal que

0 P
€

>l <=
Jj=n-+1 2

porque a série é convergente. Sabemos que os racionais sdo densos em
R. Assim, para cada x; existe um racional y; préximo o suficiente que
satisfaca

) —yl” < 5
=1 2

Isto nos garante que

n o
[z, )P = |z —yilP + D falP < e
j=1 j=n+1

Assim, obtemos d(z,y) < € e disso temos que M é denso em [P. Logo M é

separével.

7. Sejam X e Y espacos lineares normados e A : X — Y uma transformacio
linear limitada. Mostre que A pode ser extendida por B : X* — Y™, onde
B é uma transformacao linear limitada tal que ||A|| = ||B|| e X* e Y™ sdo
obtidos a partir de X e Y respectivamente.
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8.

10.

Sejam X um espaco vetorial normado e A : X — Y uma transformacao
linear. Supondo que exista um vetor  nao nulo e um escalar A tal que
Az = X entdo ||A|| < A

Seja X um espago linear normado. Mostre que se {z,} converge uni-

formemente para x, entao existe uma sequéncia de combinacgido linear
(n)

9

(n

n ~ A .
):vz(- )} que converge para x onde x; ’ sao termos da sequéncia

{sum”» o

original.

Se X e Y sdo espacos lineares normados e se A : X — Y & um isomorfismo

em Y e ainda temos que A e A~! sdo continuas, entdo mostre que ||A7Y|| >

4]~



