Introducao ao Calculo Numérico 2005

Lista de Exercicios 2

Observacao importante: Resolva o proplema para o dia da prova com
a funcao f(x) = cos(mx/2) e nao com f(z) = sin(nx)!

Problema 1. Sejam {x;,y;}i, nimeros reais, com xo < x1 < ... < Tp,.
Calcular o polinéomio p(x) = Mz + B, para o qual a quantidade

n
S(M,B) = (y; — Mxz; — B)?
i=0
seja minima.
Problema 2. Encontrar o polinémio de grau um que melhos a aprozima,
pelo método dos minimos quadrados, a tabela {xp,, f(zm)}r_g, Tm = m/n.

Problema 3. Determinar o polinémio de grau dois que melhor aprozima,
pelo método dos minimos quadrados, a tabela

210]1]2]317
gyl 112104

Problema 4. Determinar as parabolas que melhor aprozimam, pelo método
dos minimos quadrados, as tabelas

2] 2] -1]0] 112]3
yl 4159|110 7]6
z] 2] -1]0] 112]3
vl 4115111076
s|-3[-2[-1]o[1]2] 3

yl| 7|4 |-111|5]6]138

Problema 5. Encontrar a parabola que melhor aprorima, pelo método dos
minimos quadrados a tabela {x;, y;}i—o, ;i = xo+ih.

Problema 6. Provar que, se f é uma fun¢ao par (impar) e os pontos xy, k =
0,1,...,m sao simétrcos com reaspeito a origem, isto €, T, = —Ty—k, entao
o polinémio de grau n que melhos aprozima f(x), pelo método dos minimos
quadrados, nos pontos xo, ..., Ty, € também par (impar).
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Problema 7. Prova que, se f é uma fungdo par (impar) em [—a,al, entao
o polinémio de grau n que melhos a aprozima em Ls|—a,a] é também par
(fmpar).

Problema 8. Pelo método dos minimos quadrados, aproxrimar a fung¢ao
sinmx, se os pontos sao xg = —1, x1 = —1/2, ©9 =0, x3=1/2, x4 = 1.

Problema 9. Aprozimar por polindémio de grau wm, pelo método dos mini-
mos quadrados, a tabela

T Xy | X1 |- | Tp-1|Tn
Yl Y (Y1 |-+ | Yn—-1|Yn |,
pP|iPo|P1]|.--|DPn-1|DPn

onde p; $Go 0s pesos nos pontos x;.

Problema 10. Seja

n
Zakixizbk, k=1,2,....,m,m>n,

i=1
um sistema linear sobre-determinando, com n incdgnitas r1,xs,..., Ty, €M
equagoes, m > n. Prove que o sistema 0s/0x, =0, p=1,2,...,n, onde
m n 2
S(x17x27"‘7$n) = E bk_ E ATy 9
k=1 i=1

¢ equivalente ao sistema AT Ax = ATb.
Aqui, por AT denotamos a matriz transposta de A.

Problema 11. Resolva o sistema sobre-determinando pelo método dos min-
1mos quadrados:

rz—y=1,
r+y=1,
$+y:_1,
r—y=-—1.

Problema 12. Resolva os sistemas sobre-determinando pelo método dos
minimos quadrados:

r+z=1,
y+z=1,
r+z=1,
zT—y+z=1;
rT+y=23,
20 —y =0,2,
r+32=171,

3z +y =25;



rT+y+z=1,
T+ 2y+ 2z =2,
T+3y+z=3,
r—4y+z =4
Tz +5y+z=4,

Problema 13. Usnado o resultado obtido na solugio do Problema 5, isto

€, a parabola que melhor aprorima, pelo método dos minimos quadrados a
tabela

{xhyi}fi]g_Qv Lhti = Tk—2 + (/L + 2)h’a v = _27 _]—a cee 727

obter as formulas

1 3
o) &~ Yn_ A3y ZAYy o
Y(Tp—2) = Yr—2 + 5 Yk 2+35 Yk—2;

2 1
Y(Tr—1) = yp—1 + 5A3yk—2 + §A4yk—2;

3
y(zr) = yr — %(yku — dyr—1 + 6yr — 4Ykt1 + Yr2);

1

Y (xg) ~ m(—ka—Q — Yk—1 + Yrt1 + 29k + 2)

Problema 14. Usando a parabola, construida pelo método dos minimos
quadrados, para a tabela {xi,yi}f’zo, x; = x9 + th, obter as formulas para
diferenciagdo aprozimada

1
I~ — (=21 13 17ys — 9ys):
Yo 20h( Yo + 13y1 + 17y2 — 9y3);
|~ i( yo +3y1 + 7 );
Uy~ 20h Yo Y1 Y2 — Ys3);

yh ~ ——(—11yz + 3y2 + Ty1 — yo);

1
L~ ——(—21 13 17y1 — 9yp);
Ys3 20h( Y3 + Loye + 1iyy Y0);

Problema 15. Usando a expansao em série da fun¢do integrada, calculem
aprorimadamente a integral
0,5
2 tgx
1 :/ 9T g,
0 x

Problema 16. Usando a expansad de Maclaurin da funcao integrada, de-
termine u numero dos termos que devem ser usados para calcular, com erro
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que nao evede € < 107°, as integrais:

1
a) /ﬁsinxd:v;
0
Lsinx
b) dx;
0 X
C) /0.5 dr '
o V1+a%
1
d) /exp(—x2)dx.
0

Problema 17. Calcular os limites:

li L + ...+ !
im coot+ —
n—oo | N+ 1 2n

I 1 n 1 n 1
lm PR [
n—oo | n2 +1 n2 +4 2n2

Problema 18. Mostrar que
a) a formula de quadratura dos paralelogramos

b
L/f@wxzw—avgr:Qﬂﬂ,asggb

possui graw de precisao algébrica um quando & = (a + b)/2 e zero, caso
contrario.
b) a formula de quadratura dos trapézios

b —a
[ e~ 250 @)+ £0) = Qr(r)

possui grau de precisao algébrica um.
¢) a formula de quadratura de Simpson

[ e~ 5t as

tem grau de precisao algébrica trés.

a+b
2

>+f@%:Qdﬁ

Problema 19. Mostrar que

Qs(f) =5 Qr(f) +35 Qp(f).  quiando €= (a-+b)/2

Problema 20. Construir a formula de quadratura da forma

2h

[ @tz ~ WAS(O) + B () + Cf(20)

com o maior possivel grau de precisao algébrica.
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Problema 21. Determinar as constantes a e ¢, de modo que a formula de
quadratura

/ f(x)dz ~ c[f(ah) + £(bh)

tenha o maior grau de precisao algébrica.

Problema 22. Determinara,b,c,d e A de modo que a férmula de quadratura

/ f(@)dz ~ Alf(a) + F(B) + F(c) + F(d)]

tenha o maior grau de precisio algébrica.

Problema 23. Determinar A, B,C, D e FE de modo que a férmula de quadratura
2h

f(z)dx ~ h[Af(0) + Bf(h) + Cf(2h)] + h2[Df'(0) + Ef'(2h)]

0
tenha o maior possivel grau de precisao algébrica.

Problema 24. Determinar A e B, de modo que a formula de quadratura
" ()
o 1+a?

tenha o maior possivel grau de precisao algébrica.

dx ~ Af(0) + Bf(h)

Problema 25. Detreminar os coeficientes a;,b;, i = 1,2,3, de modo que

/ f(@)dz ~ hlay f(—h)+as f(0)+asf ()] +h2[by f'(~h) +bs ' (0)+bs f' (1)

possua o maior possivel grau de precisao algébrica.

Problema 26. Mostrar que a férmula de quadratura

' d ~ 0 0 h P "(0 "(h
| f@de = 510 + 100 = 5157 0) + (1)

€ exata para todos os polindmios de grau trés.

Problema 27. Provar que a formula de quadratura

h? h3
/ F(a)dz = SIF0) + F] + T 1F(0) — )] + 125 177(0) + £

possiu grau de precisao algébrica cinco.

Problema 28. Mostrar que a férmula de quadratura

3 1
[ s@ae =S s+ 5 a6+ 1 50)

tem grau de precisao algébrica dois.
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Problema 29. Seja Q(f) uma formula de quadratura para aprozimacao da

integral fol f(z)dz. Provar que a n-ésima férmula de quadratura composta,
baseada em Q(f) pode ser representada como Q(py), onde

on(2) =ikzzof(’“:””>

Problema 30. Mostre que, para t € [a,b], os nicleos de Peano K,(Q;t)
para o erro da formula de quadratura

b n
[ t@de = S austan),
@ k=1

cujo grau de precisao algébrica é m — 1, pode ser representado como:

b-ty o, (zp—t)"+
a) K. (Q;t) = o Ekzﬂkk(r_il)!,
ou )
N A (S s
b) Kq(@Q;t)=(-1) { l - Zk:ﬂkﬁ )
parar=1,2,...,m.

Problema 31. Provar que os coeficientes a;j da formula de quadratura
n
Q) = a;f(xy)
j=1

podem ser representados através das formulas
a; = (1) [KU V(@25 +0) = K™ (Qiz; = 0)], j=1,....m.
Problema 32. Mostrar que
d
@KT(Q; t) = _Kr—l(Q; t)'

Problema 33. Mostrar que, para o erro da formula de trapézio composta

b _a n—1 —a
10) = [ re = [;<f<a>+f<b>>+zf (a4 8" )] = Q4.
a k=1

vale a estimativa

1) - QI < 0w (£:227).

n

onde
w(f;0) :==sup{|f(t) — )| : ', t" € [a,0], |t —t"| <4}

é 0 mddulo de continuidade da fungiao f(x).



Problema 34. Seja
b n
[ #@do xS art@) = Q)
a k=1

uma formula de quadratura simétrica, isto €,
Tp—a=b—Tpi1-k, A =0apnt1-k, k=1,...,[(n+1)/2].

Provar que
Kr(Qia+b—1t) = (1) K. (Q;1)
para todo t € [a,b].

Problema 35. Provar que, se
b n
[ f@do = S arta) = Q)
a k=1
€ uma formula de quadratura simétrica, entdo

b (a+b)/2
[ Qs =2 [ K@ )t

Problema 36. Sejam
b n
[ f@do = 3 art@) = Q)
@ k=1

e Qm(f) a m-ésima formula de quadratura composta, baseada na Q(f).
Mostre que

1 . NE2AN
KT(Qmat):%KT(Qamt_]) para le |:iajn>7]:07>n_1

Problema 37. Sejam € N e Q(f) uma férmula de quadratura com grau de

precisao algébrica m — 1, para cdlculo aprorimado da integral f; f(z)dz. Se

para o erro desta formula em W2, 1 <r <m, vale a desigualdade

sup
FeWE [a,b]

[ e - Q| <4

prove que para a n-ésima formula composta Qn(f), obtida através de Q(f),
vale a estimativa

[ @ - auin| < 4.

sup
FeEWZ [ab]

Problema 38. Seja

1 n
| e = 3 e fa) = Q)
0 k=1
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uma formula de quadratura com grau de precisao algébrica m —1>1. Se o

nicleo de Peano do seu erro K, (Q;t), 1 <r < m possui um zero 7 € (0,1),

prove que esta formula é exata para a fungao f(x) = (v — T)f[l.

Prove a sequinte afirmagao mais geral: Se 7 € (0,1) € um zero com mul-
tiplicidade s de K, (Q;t), onde 1 < s <r—1, a férmula de quadratura Q(f)
€ ezxata para as fungoes

(x — T)’:l, (x — 7'):_72, o (=)

Problema 39. Calcular os erros das formulas de quadratura do ponto mé-
dio, do trapézio e de Simpson, para o espagco Wk [a,b]. Quais os erros das
correspondentes formulas compostas?

Problema 40. Calcular os erros das formulas de quadratura do ponto mé-
dio, do trapézio e de Simpson, para o espaco W2 [a,b]. Quais os erros das
correspondentes formulas compostas?

Problema 41. Seja f € C?[a,b]. Provar que esistem pontos &1 e & no
intervalo [a,b], tais que

[ s —w-ar (“5) = 200 - oy

b
[ s@yin =250 0@ + 00 = -L2 0 - oy
Problema 42. Provar que, se f(x) é uma fun¢io convera em [a,b], entdo

b
f) < / f(@)dz < Qr(f).

Problema 43. Provar que a sequinte estimativa para a formula de quadratura
de Simpson em W2 [a,b] € vdlida:

[ e - Qsth| =

(b—a)t
576

sup
feWg[a,b]

Problema 44. Estimar os erros das formulas de Simpson simples e com-
posta para a classe W2 [a,b].

Problema 45. Seja f € C4[a,b]. Provar que existe um ponto &3 € [a, b], tal

[ a5 i@ var (50) + 50)] =L -y

Problema 46. Seja f € C3[0,1] e 0 < m < |f"(x)] < M para todo x €
[0,1]. De acordo com o Problema 41, existem §1,§2 € [a,b], tais que

/f sy =180 [ sy i@ + sy = -1

Prove que | — & < mm{l M/(16m
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Problema 47. Usando a afirmagao do Problema 41, prove que existem pon-
tos m1,m2 € [0, 1], tais que

1
| r@a— 25072+ 500 + ) = L2
0

1
/0 f(x)dzx — Zf(l/Q) + é[f(()) L] = f(g)'

Problema 48. Se f € C2[0,1], prove que existe um ponto & € [0, 1], tal que

&

[ s isam + s/ = 1)

Problema 49. Se f € C?[0,1], prove que existe um ponto & € [0, 1], tal que

[ s~ 51503+ sz = 18

Problema 50. Resolver o Problema 40 para o espago Wi[a, b].
Problema 51. Seja f € C2[0,1]. Prove que

[ e = $itan) + 37001) + 85 + )] - & 7@
onde a<&<b,ax=a+tkh k=0,1,2,3¢h=(b—a)/3.
Problema 52.

[ exe = ghren + S + 20 + s on
0 <&<bay=a+kh k=0,1,23h=(b—a)/4

Problema 53. Seja f(z) uma fungdo cuja derivada é integrdvel e com mdo-
dulo que nao exede um em [0,1]. Determinar o menor nimero de nds da
formula de quadratura composta do ponto médio (trapézio, Simpson) para

calcular fol f(x)dx com erro menos que 0.001.

Problema 54. Seja f € C*[a,b]. Prove que

b 3 3
[ $@)do = Shlf(eo) +3f(an) + 3f(a2) + Flan)] - g5 PO
onde a <& <b, xp=a+kh, k=0,1,2,3, e h=(b—a)/3.
Problema 55. Seja f € C*[a,b]. Prove que

b
[ $a)do = Shi2f(@) + fa2) + 20(a)) - 32 SO

ondea<&<b, xp=a+kh, k=1,2,3, e h=(b—a)/4.
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Problema 56. Seja f(x) uma fungdo cuja primeira derivada existe, € in-
egravel e o seu mddulo nao exede um em [0,1]. Determinar o nimero dos
subintervalos para aplica¢ao da formula do paralelogramo (trapézio, Simp-

son) composta para cdlculo aproximado da integral fol f(z)dz com precisio
0.001.

Problema 57. Determinar o menor nimero dos subintervalos para apli-
cagao da formula do paralelogramo (trapézio, Simpson) composta para cdlculo
aprorimado das sequintes integrais com erro que nao exede 0.00001:

/1 dx
a) ;
o 1+=z
b) /1 dx

0 1+x2'

Problema 58. Determinar o menor nimero dos subintervalos para apli-
cagdo da formula de Simpson composta para cdlculo aprorimado da integral

/2 s
/ sinx dx
/4 T

com erro que nao exede 0.001



