Introducao ao Calculo Numérico 2005

Lista de Exercicios 1

Problema 1. Seja Q € m,. Provar que L,(Q;z) = Q(z), quaisquer que
sejam os nos distintos Tg, T1,...,Ty.

Problema 2. Sen € N e xg,z1,...,%, sio pontos distintos e w(z) = (x —
xg) - (x — xp), entao

n

(a:—xl)---(x—mn)z

k=1

Tk — 20

@) @)

Problema 3. Construir o polindmio interpolador de Lagrange que satisfaz
p(0) =1, p(0.5) =2, p(1) =3, p(L.5) =4.

Problema 4. Simplificar a expressio

—%(m—1)(1‘—2)(m—3)+m(m—2)(:ﬂ—3)—gx(x—1)($—3)—|—§:ﬂ($—1)(1‘—2).

Problema 5. Provar que para todo n € N o polindémio

x — T (—wo)(@—2) (@—m0) - (z—an1)
xo—x1 (20— x1)(T0 — X2) (xo —x1) -+ (20 — 1)
satisfaz as condigoes

l(xg) =1, Il(xg)=0, k=1,2,...,n.

l(x) =1+

Problema 6. Provar que o polindmio de Lagrange que interpola a tabela
(zo, fo),- -, (zn, fn) pode ser construido através da formula de recorréncia

Py(z) = fo,

pe(x) = Poa(@) + [fi — Poor(2)] k()

wi(zg)’

onde wi(x) = x — xg, wit1(z) = (r — z)wi(x).

Problema 7. Provar que
n
Zlnk(:v) =1 para todo z € R.
k=0
Problema 8. Provar que

n
Zx?lnk(m’) =z, m=12...,n.
k=0
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Problema 9. Provar que

n

Z(m—xk) lae(x) =0, m=1,2,...,n.

k=0
Problema 10. Provar que

n

D (@ — @) Mk () = (—1)"w(@).

k=0
Problema 11. Provar que

n

D (@ = )" Plor(@) = (=1)"w(z) (n+ D — 20 — 21—+ — 2)

k=0

Problema 12. Sejam xzg < 1 < ...x,. Provar que

Zx"“l =(-1)"x0...2n.

Problema 13. Provar que, se xg,x1,...,%, sdo distintos, entdo
w(z) —x—

onde Ay = L

Problema 14. Decompor em soma de fragoes elementares a fungao
2
¢t —x—1

(x — 1) (z—2)(x —3)°

Problema 15. Usando a formula de Lagrange, provar que, se m,n € N,

m >n > 0, entao
- m\ (n 1 1
_1n—k — .
Z( ) (n)(k)m—k m—n

k=0

Problema 16. Provar que, se m,n € N, m >n > 1, entdo

re (et

k=0

Problema 17. Sejam P € 7, e k € N. Provar que, se P(j) sao miltiplos
de k para n + 1 valores consecutivos inteiros de j, entao P(j) e miltiplo de
k para todo valor inteiro de j.



Problema 18. Provar que, sen € N e ke N, 0 <k <n, entio
Lok () + L1 (x) > 1 para x € [zg, Tt

Problema 19. Sejam n € N, sq, ..., S,_1 numeros reais e xtg < r1 < ...In.
Construir o polinémio P(x) de grau n — 1, que satisfaz

Tit1
/ P(z)dz =s;, i=0,...,n— 1.
;i

Problema 20. Sejamn € N e xg < x1 < ...xz,. Provar que o coeficiente de
x™ do polinémio que interpola a tabela (z9,0), ..., (z;,0), (xit1,1),. .., (Tn, 1),
e diferente de zero.

Problema 21. Construir explicitamente o polinémio de Lagrange de grau
n — 1 se 0s nos de interpolagao coincidem com os zeros x = cos((2k —
r/(2n)), k = 1,...,n, do polinémio de Chebyshev de primeira espécie
T, () = cos(n arccos x).

Problema 22. Construir explicitamente o polinémio de Lagrange de grau
n—1 se 0s nos de interpolagdao coincidem com os zeros xy, = cos(kmw/(n+1)),
k=1,...,n, do polinomio de Chebyshev de segunda espécie

sin((n + 1) arccos x)
V1—a? '

Problema 23. Seja T),(z) = 2" '2" + - - 4+ a1x + ag o n-esimo polinémio
de Chebyshev de primeira espécie. Determinar o coeficiente a.

Un(z) =

Problema 24. Sejam z¢g < 1 < ...z, e P(x) € 7y, 0 polindémio que satisfaz
as condigoes de interpolagao

P(zp) = (-1)"* k=0,...,n.

Provar que |L,(f;x)| < |P(x)| para todo x & (xo,xy), se |f(zr)| <1, k =
0,...,n. Provar que igualdade e atingida somente quando f(xy) = P(zy), k =
0,...,n, ou f(xy) = —P(zx), k=0,...,n.

Problema 25. Provar que

Q)| < |Tn(z)] max [Q(z)|

z€[—1,1]
para todo polinémio Q € T, e para todo x, |x| > 1. Aqui
T,.(z) = cos(narccosx), para —1<uz <1,
isto €, o polinomio de Chebyshev de grau n.

Problema 26. Provar que o problema extremo

: . _ (_1\n—k —
min {_Illéax};JP(x)‘.PETI’n,P((L‘k)—( )"k 0,...,n}

—1<zp<...<zp<1

possui uma tinica solugao que é P(x) = T, (x).
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Problema 27. Provar que

n
n—1

. 1
inf E —_ =
—1<xp<...<xp<1 o \w’(xk)|

e que este infimo € atingido somente para os pontos de extremo do polindémio
de Chebyshev £T,,(x).

Problema 28. Construir o polinémio de grau n cujo valor no ponto &, |&| >
1, e n e que menos desvia de zero no intervalo [—1,1].

Problema 29. Seja P € ms. Provar que

5
Jax [P()] < g max{[P(a)],[PO)], [P((a+)/2)[}
Problema 30. Seja f € C?[0,1] e |f"(z)| < 22 para todo = € [0,1]. Deno-
tamos por pe(x) a fungdo continua e linear em cada wm dos intervalos [0, ]
e [€,1] que interpola f(x) nos pontos 0,&,1. Determinar & de tal modo que
|f(x) — pe(x)| seja menor que 0.02 em [0,1].

Problema 31. Seja P,i(x) € mo 0 polindmio que interpola a fungao f(x) =
|x| nos pontos —1,&,1, onde 0 < £ < 1. Determinar & de modo que o erro

o 1f(z) = Pe()

seja 0 minimo possivel.

Problema 32. Seja P,i(z) € 2 o polinémio que interpola a funcao f(z) =
|z| nos pontos £1/2,+&, onde 0 < & <1, £ # 1/2. Determinar o erro
R(£) := ma x) — Pe(x
(€)= max |7(z) = Pe(o)
e minimizar R(§) com respeito a todos os admissiveis £. Para qual & este
minimo e atingido?

Problema 33. Sejan € N e {Pi(x)}°, uma sequéncia de polinomios, todos
de grau no mdzimo n e tais que |Pi(z)| < 1 para todo x € [a,b]. Usando a
formula de interpolacao de Lagrange, provar que esta sequéncia possui uma
subsequéncia {P;, (v)}72, cujo limite e um polinémio de grau n, isto e, que
P, (x) — f(x), quando k — oo, para todo = € [a,b], onde f € m,.

Problema 34. Seja f(x) uma func¢ao continua em [a,b], para a qual existe
um polindémio algébrico de grau n que satisfaz

max |f(z) — P(z)| < E,
z€[a,b]

onde E > 0. Sejam xo < ... < xy pontos arbitrdrios de |a,b] e

A@) = 3 [la(@)
k=0



a fungdo de Lebesgue para estes pontos. Provar que
[f(z) = La(f;2)| < (1 4+ A(2))E, = € [a,b].

Problema 35. Seja L, (f;x) o polinomio que interpola f(z) = x/(x + 1)
em 0,1,...,n. Provar que
()" n+1

Problema 36. Seja f uma funcio tal que ) () e integrdvel em [a,b]. o
Provar que, para todo x € |a,b],

n—1 (k) a T
fa) = Y B ot o [0
k=0 @

Esta e a formula de Taylor com erro em forma integral.






Problema 37. Provar que

flzo, z1, ..., xy)

onde w(zx) = (x — xo)(x — 1) -+ (T — xy).
Problema 38. Provar que, se F(x) = af(z) + Bg(z), entao

Flzo,x1,...,zp) = aflxo, x1,. .., 20] + Bg[xo, z1,. .., ).

Problema 39. Provar que, se (ig,i1,...1,) € qualquer permutacao de 0,1, . ..

entao
f[SUQ,CCb cee )xn} = f[l‘ioyxila “ee ,SUin].

Problema 40. Provar que

n

xm
Y k=0, m=01,...,n-1
= W' (zp)

Problema 41. Provar que

n
= ()

Problema 42. Seja f(x) = z™. Provar que

flzo, z1,...,xp] =1

f[l‘l,xg,...,:cn] =x1+x2+ Ty

Problema 43. Sejam t1 <to < - - <t, ex1 <z <--- < xp. Denotamos
f@) = (. —t)(z —t2) - (v = tn), 9(x) == (. — g1)(® — g2) -~ (x — gn).

Provar que

@) N~
2 )~ 2

Problema 44. Provar que

Problema 45. Provar que

n w//(xk) B
kzoxk ) n(n+1).

Problema 46. Calcular, para qualquer n € N, a expressao

Zn: {1 _ ) a:k)} .

— W' ()

7n7
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Problema 47. Sejam xp # 0,1, para todo k = 1,...,n, e f(x) = (v —
x1) - (x — xp). Provar que

G F T ey
;(1+$k)f,<l‘k)_( D™ =@z wn).

Problema 48. Provar que a diferenca dividida € o inico funcional linear
da forma

D(f)=>_ Agf(zy)
k=
que satisfaz "
D@@")=1 e D" =0 k=0,...,n—1

Problema 49. Sejam {x}g numeros inteiros arbitrdrios mas distintos.
Provar que, se P(x) é um polinémio de grau n com coeficiente 1 de x"
(isto €, P(x) é monico), entao existe um nimero xj, 0 < j <n, para o qual

n!

Plag)| = -
Problema 50. Sejam xg < 1 < --- < xp, n € N, n > 2 Provar que, para
todo indice k € N, 0 < k < n, existem numeros positivos A;, i =0,...,n—2,

tais que

n—2
Ag+Ai+-Ana=1 e [flro,an,mn] =D Aiflwi wit1, migal.
1=0

Problema 51. (Férmula de Stefenson) Se xg,x1,...,2T, sao distintos e
f(@) = g(@)h(z), prove que

f[:EOa'--axn] = Zg[$07"'7xk]h[$k7"')xn}'
k=0

Problema 52. Calcular f[xo,...,z,] para f(x) =1/z.

Problema 53. Provar que

n o (n 1 B 22n(n!)2
2_(=1) ]<j> 2k+1  (2n+1)!

J=0

para todo n € N,

Problema 54. Sejam zop < 21 < -+ < x, e f € C"[xg,x,]. Prove que
existe £ € (xo,xy), tal que

(n)
floos- -y 2n] = L&)
n!
Problema 55. Provar que, se f|xo,z1,...,2,] = 0 para qualquer escolha

de n+ 1 posntos distintos de [a,b], entao f(x) coincide com um polindémio
algébrico de grau n — 1, em [a, b)].
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Problema 56. Seja p(x) o polinémio de grau trés que interpola a func¢ao
Inz nos pontos 1,2,3,4. Provar que p(x) > Inx para todo z € (2,3).

Problema 57. Seja p(x) um polinémio de grau n que satisfaz a desigualdade
Ip(x)| <1 em [—1,1]. Provar que

plzo, T1,. .., 2, < 2771
para qualquer escolha dos pontos reais o < r1 < -+ < Tp,.
Problema 58. Seja g(x) := flzo,x1,..., 2k, x]. Provar que

g[y(]aylv"'ayn] :f[xo’xb'"axk’y(]vyla"'7yn]-

Problema 59. Sejam xp = x¢9 + kh, k=0,1,.... Provar que

A" fo

nlhn’

Problema 60. Se x, = 29+ kh, £k =0,1,..., mostre que, para todo polino-
mio P(x) = apz™ + - - + ag, valem as igualdades:

a) A"Py = a,n!h" e b) A™Py = a,n!h", m > n.

f[$0,$1,...7$k,I] =

Problema 61. Provar que
i(—l)”‘j ) 0, k=0,1,...,n—1,
— j n!l, k=n.
J:

Problema 62. Prove que

n .
S (-1 <n> <m +‘7> ~0
i=0 VAN
para todo nimero natural m e para k=0,1,...,n—1.

Problema 63. Sejam fo, f1,..., fn nmimeros dados. Mostrar que

n

> (= (?) A" F i = fo.

Jj=0

Problema 64. Seja P(x) um polindémio algébrico para o qual sao conhecidos
as quantidades Py, AP,_1,...,A™ Py, onde

Pk:P(.%'k), xr=x9+kh, k=0,1,....

Mostre que os valores de P(x), para x = Tpi1,Tni2,- - ., podem ser calculados
através de soma de n termos, cada um sendo uma das quantidades dadas.

Problema 65. Sejam fo, fi,..., fnr1 nimeros dados que satisfazem as con-
digoes
fo=far1=0 e |A%f| <1, i=1,...,n.
Prove que
k(n+1—k)
|ful < ———.
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Problema 66. Seja fo, f1,... uma sequéncia de nimeros para a qual
A"l =0 paratodo i=0,1....

Prove que existe um polinémio q(z) de grau n para o qual q(k) = fx para

todo k=0,1,....

Problema 67. Calcular as somas

a) 12_‘_22_‘_“._1_”2;

b) 13_‘_23_‘_._._1_”3;

c) 124324+ (2n—1)%

d) 1342344+ (2n—1)3,
Problema 68. Seja f(x) um polindomio de grau k. Provar que existe po-
linémio F(x) de grau k + 1, tal que,para todo n temos

f)+f2)+-+ fn=F(n)

Problema 69. Seja f(z) uma fung¢ao continua em [a,b] e
n+1

Sy <”j 1) f(wo +kh) =0

=0
para cada xg e h > 0, com [zg, o+ (n+1)h| C [a,b]. Prove que f(x) coincide
com um polinémio de grau n em |a,b.



